CONCOURS 1995
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve de Mathématiques
Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PROBLEME 1

Les parties II et III sont indépendantes et utilisent les résultats établis à la partie I. 

Notations: une fonction de classe  
[image: image1.jpg]cl



  sur l'intervalle  
[image: image2.jpg]


  de  
[image: image3.jpg]


  est une fonction dérivable sur  
[image: image4.jpg]


 , dont la dérivée  
[image: image5.jpg]


  est continue sur  
[image: image6.jpg]


 . 

PARTIE I

1) On définit la fonction  
[image: image7.jpg]


  sur  
[image: image8.jpg]


  par:  
[image: image9.jpg]


  si  
[image: image10.jpg]t£0



  et  
[image: image11.jpg]@(0) =10



 .

i) Donner le développement limité de  
[image: image12.jpg]


  au voisinage de 0 à l'ordre 4.

ii) En déduire que  
[image: image13.jpg]


  est continue et dérivable en 0. Préciser  
[image: image14.jpg]@'(0)



 .

b) Montrer que  
[image: image15.jpg]


  est de classe  
[image: image16.jpg]cl



  sur  
[image: image17.jpg]


 .

Soit la fonction  
[image: image18.jpg]


  définie sur  
[image: image19.jpg]


  par:  
[image: image20.jpg]-t
vie) = 5o



  si  
[image: image21.jpg]t£0



  et  
[image: image22.jpg]w(0)=1



 .

c)  Montrer que  
[image: image23.jpg]


  est une fonction de classe  
[image: image24.jpg]cl



  sur  
[image: image25.jpg]


 . Préciser  
[image: image26.jpg]w'(0)



 .

Soient  
[image: image27.jpg]


  et  
[image: image28.jpg]


  réels tels que  
[image: image29.jpg]a<b



 . Soit  
[image: image30.jpg]


  une fonction de classe  
[image: image31.jpg]cl



  sur  
[image: image32.jpg]


  à valeurs réelles. 

2) Montrer, à l'aide d'une intégration par parties, que: 


[image: image33.jpg](1) Je@sin(ie)ds tend vers 0lorsque A tend vers + o




3) Soit  
[image: image34.jpg]


 . On définit  
[image: image35.jpg]S



  sur  
[image: image36.jpg]


  par:  
[image: image37.jpg]Sut) = 1+ 2i cos(2kt)
iy



 .

i) Montrer, sans récurrence, que: 


[image: image38.jpg]_ sin(n+ 1)
@ Veelal S=-2ETX




ii) Calculer  
[image: image39.jpg]Sn(0)



  et  
[image: image40.jpg]Su(m)



 .

b) Calculer la valeur de l'intégrale  
[image: image41.jpg]2
- sin(@n + 1t

sint
o



 .

PARTIE II

a) Déterminer la limite de  
[image: image42.jpg]w2

J ot@ysinzn+ 1eat
5



  lorsque  
[image: image43.jpg]


  tend vers  
[image: image44.jpg]o0



 .

b) En déduire la limite de  
[image: image45.jpg]2
_ 7 sin(n+ 1)
L= | &Ly

H



  lorsque  
[image: image46.jpg]


  tend vers  
[image: image47.jpg]o0



 .

i) Vérifier que la fonction  
[image: image48.jpg]


  définie par  
[image: image49.jpg]it
Ol

~[g



  se prolonge en une fonction continue sur  
[image: image50.jpg]


 . On note  
[image: image51.jpg]


  la fonction définie sur  
[image: image52.jpg]R,



  par:  
[image: image53.jpg]¢
Fx) = | Ly



 .

ii) Comparer  
[image: image54.jpg]F((2n+ 1)%)



 et  
[image: image55.jpg]In



 .

Soit  
[image: image56.jpg]


  réel,  
[image: image57.jpg]ol



 . Justifier l'existence de  
[image: image58.jpg]nelN



  (dépendant de  
[image: image59.jpg]


 ) tel que:  
[image: image60.jpg]@+ DI cx<@neHL



 . 

iii) On note  
[image: image61.jpg]a(x) = (2n+ DI



 .

iv) Montrer que  
[image: image62.jpg]e(x)



  tend vers 0 lorsque  
[image: image63.jpg]


  tend vers  
[image: image64.jpg]o0



 .

c) En déduire que  
[image: image65.jpg]F(x)



  admet une limite  
[image: image66.jpg]


  si  
[image: image67.jpg]


  tend vers  
[image: image68.jpg]o0



 . Préciser  
[image: image69.jpg]


 .

d) Soient  
[image: image70.jpg]


  et  
[image: image71.jpg]


  réels, tels que  
[image: image72.jpg]y= x>0



 . Montrer que:  
[image: image73.jpg]


 . (On effectuera une intégration par parties).

e) En déduire que:  
[image: image74.jpg]Vas 0, -F@)|< 2



 .

PARTIE III

a) Déterminer deux réels  
[image: image75.jpg]


  et  
[image: image76.jpg]


 , , tels que: 


[image: image77.jpg]o e W, J(at + fE)cos(ut)de =
3





( 
[image: image78.jpg]


  et  
[image: image79.jpg]


  sont désormais ainsi fixés).

b) En déduire que  
[image: image80.jpg]2; kiz—j(anﬁz?)xn (%)dt

o



  est un réel indépendant de  
[image: image81.jpg]


 , que l'on précisera.

On définit la fonction  
[image: image82.jpg]


  sur  
[image: image83.jpg]


  par:  
[image: image84.jpg](at+ )

M) = ey



 .

c) Montrer que  
[image: image85.jpg]


  se prolonge en une fonction de classe  
[image: image86.jpg]cl



  sur  
[image: image87.jpg]


 .

2) On définit les suites  
[image: image88.jpg]tn

-

T



 , ( 
[image: image89.jpg]nz 1



 ) et  
[image: image90.jpg]


  ( 
[image: image91.jpg]nz0



 ).

a) Déduire des questions précédentes que la suite  
[image: image92.jpg](2 )usl



  converge et donner sa limite.

b) Montrer que la suite  
[image: image93.jpg](Ve )us0



  converge et déterminer sa limite.

PROBLEME 2

Notations:

 
[image: image94.jpg]


  est un entier naturel fixé,  
[image: image95.jpg]nz2



 . 

 
[image: image96.jpg]


  est l'espace vectoriel des fonctions réelles définies sur  
[image: image97.jpg]


 . 

 
[image: image98.jpg]


  est le sous-espace vectoriel des fonctions polynômes à coefficients réels. 

 
[image: image99.jpg]


  est le sous-espace vectoriel des fonctions polynômes à coefficients réels, de degré inférieur ou égal à  
[image: image100.jpg]


 .

PARTIE I

Si  
[image: image101.jpg]feF



 , on note  
[image: image102.jpg]Al



  et  
[image: image103.jpg]


  les fonctions réelles définies par: 


[image: image104.jpg]Vx e R:ARD@) = Ax+ D-fx), et THE) =fx+ 1)




On admettra (aisément!) que  
[image: image105.jpg]


  et  
[image: image106.jpg]


  sont des endomorphismes de  
[image: image107.jpg]


 . 

On note  
[image: image108.jpg]


  (donc, si  
[image: image109.jpg]feF



 ,  
[image: image110.jpg]AR
=700




 ), et, si  
[image: image111.jpg]


 ,  
[image: image112.jpg]


 ,


[image: image113.jpg]o= pr
ahon=pont





Soit  
[image: image114.jpg]Peck



 , non constant.  
[image: image115.jpg]A(P)



  est une fonction polynôme. 

Comparer les degrés de  
[image: image116.jpg]A(P)



  et de  
[image: image117.jpg]


 . 

i) Calculer le coefficient dominant de  
[image: image118.jpg]A(P)



  en fonction de celui de  
[image: image119.jpg]


 .

ii) Vérifier que  
[image: image120.jpg]


  induit un endomorphisme de  
[image: image121.jpg]


 , noté  
[image: image122.jpg]


 .

b) *

Déterminer  
[image: image123.jpg]ker Ay



 . 

i) En déduire le rang de  
[image: image124.jpg]


 . Déterminer  
[image: image125.jpg]dimAy,



 .

2) Pour  
[image: image126.jpg]kel



 , on définit les fonctions polynômes  
[image: image127.jpg]


  par: 
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i) Pour  
[image: image129.jpg]k=1



 , exprimer  
[image: image130.jpg]AN



  en fonction des polynômes  
[image: image131.jpg](M0



 .

ii) Calculer, pour  
[image: image132.jpg]


  et  
[image: image133.jpg]kel



 ,  
[image: image134.jpg]A (V)



 , puis  
[image: image135.jpg](A (N))(0)



 .

iii) Montrer que la famille  
[image: image136.jpg](No. N1, Nw)



  est une base de  
[image: image137.jpg]


 .

iv) Soit  
[image: image138.jpg]PR B



 .  
[image: image139.jpg]


  s'écrit  
[image: image140.jpg]P=agNp+a Ny + - +anly



  où  
[image: image141.jpg](ag,ay,...,an) € R



 . Exprimer les  
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  en fonction des  
[image: image143.jpg](M (PY)O)



 .

b) Soient  
[image: image144.jpg]kel



  et  
[image: image145.jpg]feF



 . Déterminer pour  
[image: image146.jpg]el



 ,  
[image: image147.jpg][€)6)



 .

c) Soit  
[image: image148.jpg]


 . Soit  
[image: image149.jpg]feF



 .

i) Expliciter  
[image: image150.jpg]2 (F)



  en fonction des  
[image: image151.jpg]


 ,  
[image: image152.jpg]Oks=j



 . (On pourra remarquer que  
[image: image153.jpg]A=T-lds



 ).

ii) En déduire que  
[image: image154.jpg]() )0)



  ne dépend que des valeurs de  
[image: image155.jpg]


  aux points  
[image: image156.jpg]


 :  
[image: image157.jpg]AOYAL), .. A



 .

PARTIE II

On se donne une fonction  
[image: image158.jpg]


  de  
[image: image159.jpg]


 . On cherche les polynômes solutions du problème  
[image: image160.jpg]


  suivant: 


[image: image161.jpg]P { degP < n
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On pose  
[image: image162.jpg]M) - ]
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 . 

Soit l'application linéaire  
[image: image163.jpg]


 :  
[image: image164.jpg]Be o B
P (P(0),., P(r))



 

a) Montrer que  
[image: image165.jpg]


  est un isomorphisme.

b) En déduire que le problème  
[image: image166.jpg]


  possède une nuique solution notée  
[image: image167.jpg]


 .

c) Pour  
[image: image168.jpg]1,
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je

13
K



 , comparer  
[image: image169.jpg]() )0)



  et  
[image: image170.jpg](M (P)(0)



 .

d) En déduire l' expression de  
[image: image171.jpg]


  en fonction des  
[image: image172.jpg]() )0)



  et des polynômes  
[image: image173.jpg]


 .

Dans cette question, on suppose que  
[image: image174.jpg]


  est de classe  
[image: image175.jpg]cnl



 . 

2) On note  
[image: image176.jpg]sup (D) |, £ e [0.2]



 .

a) Soit  
[image: image177.jpg]x € [0,1]



 , non entier. Montrer que:  
[image: image178.jpg](at1),
Je e 0n[ | fix)- P,(x)fj(( 5;‘) (x)



 . (On pourra poser  
[image: image179.jpg]@(8) = flt) = Pe) — KM(t)



 , où  
[image: image180.jpg]


  est tel que  
[image: image181.jpg]Pp(x) =10



 , et appliquer judicieusement le théorème de Rolle).

b) En déduire que:  
[image: image182.jpg]1
¥ € [0.0) ) - Pl < — Lo,




 . (On pourra majorer  
[image: image183.jpg]V()|



  sur chaque intervalle  
[image: image184.jpg]G+ 1]



 , où  
[image: image185.jpg]je {0,




 ).
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