CONCOURS 1996
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve commune de Mathématiques (Sup MPSI, PCSI, PTSI et Spés)
Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

Problème 1

1) Soit la matrice: 

2) 
[image: image1.jpg]



3) Calculer  
[image: image2.jpg]B=A2C=A34+C



  et  
[image: image3.jpg]


 .

4) Montrer que  
[image: image4.jpg]({T.4,B,C},x)



 , où  
[image: image5.jpg]


  est le produit matriciel, forme un groupe commutatif.

5)  
[image: image6.jpg]


  désigne un espace vectoriel euclidien orienté, sur le corps des réels, de dimension 3, rapporté à la base orthonormale directe  
[image: image7.jpg]


 .On appelle  
[image: image8.jpg]abc



  et  
[image: image9.jpg]


  les endomorphismes de  
[image: image10.jpg]


  associés respectivement à  
[image: image11.jpg]


  et  
[image: image12.jpg]


 .

a) Montrer que le noyau de  
[image: image13.jpg]


 , noté  
[image: image14.jpg]ker(i)



 , est une droite vectorielle, dont on donnera une base normée  
[image: image15.jpg](21)



 , la première coordonnée de  
[image: image16.jpg]


  étant positive.

b) Déterminer une équation cartésienne de l'image de  
[image: image17.jpg]


 , notée  
[image: image18.jpg]Tra(x)



 . Vérifier que  
[image: image19.jpg]Tra(x)



  est un plan vectoriel orthogonal à  
[image: image20.jpg]ker(i)



 .

c) Donner la nature géométrique de  
[image: image21.jpg]


 .

d) Déterminer un vecteur normé  
[image: image22.jpg]


  de  
[image: image23.jpg]()



 , puis  
[image: image24.jpg]


  tel que  
[image: image25.jpg]H = (2],85.83)



  soit une nouvelle base orthonormale directe de  
[image: image26.jpg]


 . Donner alors la matrice  
[image: image27.jpg]


  de  
[image: image28.jpg]


  dans la base  
[image: image29.jpg]


 .

e) Déterminer les matrices  
[image: image30.jpg]


  respectivement de  
[image: image31.jpg]abc



  dans la base  
[image: image32.jpg]


 .

f) Montrer que  
[image: image33.jpg]abc



  peuvent se décomposer chacun en deux endomorphismes usuels que l'on précisera.

On rappelle que l'ensemble  
[image: image34.jpg]


  des fonctions numériques à variable réelle, continûment dérivables sur l'ensemble des réels, muni de l'addition et de la multiplication par des réels, est un espace vectoriel sur le corps des réels. 

6) Soit  
[image: image35.jpg]@0, 91,02



  les éléments de  
[image: image36.jpg]


  tels que  
[image: image37.jpg]@a(x) = 1,91(x) = sin(x), p3(x) = cos(x)



 .

a) Montrer que  
[image: image38.jpg]= (@0, 01,92)



  est une famille libre de  
[image: image39.jpg]


 .

 
[image: image40.jpg]


  est le sous-espace vectoriel de  
[image: image41.jpg]


  de base  
[image: image42.jpg]


 . A chaque élément  
[image: image43.jpg]


  de  
[image: image44.jpg]


 , on associe sa fonction dérivée  
[image: image45.jpg]d(g)



 . 

b) Montrer que  
[image: image46.jpg]


  est un endomorphisme de  
[image: image47.jpg]


 ; en donner la matrice  
[image: image48.jpg]


  dans la base  
[image: image49.jpg]


 . Comparer  
[image: image50.jpg]


  et  
[image: image51.jpg]


 .

Problème 2

Dans ce problème,  
[image: image52.jpg]o p



  et  
[image: image53.jpg]


  désignent des entiers naturels.

1) Pour  
[image: image54.jpg]nz 1



 , on considère les suites  
[image: image55.jpg]


  définies par: 


[image: image56.jpg]



a) Déterminer  
[image: image57.jpg]W1, Uz, 63, U, U, g, 1), Uy, Uy, U], Uy, U5



 .

b) Calculer, en fonction de  
[image: image58.jpg]


 ,  
[image: image59.jpg]”

a1

—

ot

— Ul —



 . Qu'en déduit-on pour les suites  
[image: image60.jpg](1)



  et  
[image: image61.jpg]


  ?

c) Montrer que la suite  
[image: image62.jpg](n)



  converge.

2) Etudier la suite  
[image: image63.jpg](Va)



  définie pour  
[image: image64.jpg]nz 1



  par: 


[image: image65.jpg]=34

=)

Cpypl
2%—1





3) On considère, pour tout  
[image: image66.jpg]p=0



  les intégrales  
[image: image67.jpg]


 .

a) Calculer  
[image: image68.jpg]


  et  
[image: image69.jpg]


 .

b) Calculer  
[image: image70.jpg]Ip+ Iy



  en fonction de  
[image: image71.jpg]


 . En déduire  
[image: image72.jpg]


  et  
[image: image73.jpg]


 .

4) Montrer que, pour  
[image: image74.jpg]g1



 :

a)  
[image: image75.jpg]g+ 2(-1)%hg = 2



 .

b)  
[image: image76.jpg]va+ (-1l = L



 .

c) Déterminer  
[image: image77.jpg]lim 1,

e



 .

d) Préciser les limites des suites  
[image: image78.jpg](n)



  et  
[image: image79.jpg](Va)



 .

5) Au moyen d'une intégration par parties, déterminer  
[image: image80.jpg]lim (ply)

i



 .

6) Soit  
[image: image81.jpg]Tra

J

o

x

T



 .

a) Calculer  
[image: image82.jpg]


  en fonction de  
[image: image83.jpg]


 .

b) Donner les valeurs de  
[image: image84.jpg]


  pour  
[image: image85.jpg]0=g=3



 .

On dit que  
[image: image86.jpg]I



  précède  
[image: image87.jpg]


  si et seulement si  
[image: image88.jpg](m=p



 et 
[image: image89.jpg]n<gq)



  ou  
[image: image90.jpg](m<p



 et 
[image: image91.jpg]n<g)



 .

c) Pour  
[image: image92.jpg]p =2



  et  
[image: image93.jpg]g1



 , donner  
[image: image94.jpg]


  en fonction de deux intégrales qui la précèdent.

d) Donner toutes les valeurs des  
[image: image95.jpg]


  pour  
[image: image96.jpg]0=p=3



  et  
[image: image97.jpg]0=g=3



 .
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