CONCOURS 1997
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve commune de Mathématiques
Classements SUP (MPSI, PCSI, PTSI) et SPE (MP, PC, PT, PSI)
Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PREMIER PROBLEME

Partie I : Etude d'une fonction

Soit la fonction  
[image: image1.jpg]


  définie sur  
[image: image2.jpg]


  par :


[image: image3.jpg]pour x dans - ey
A0 =1




1) Donner le développement limité à l'ordre  
[image: image4.jpg]


  de  
[image: image5.jpg]flx)



  au voisinage de  
[image: image6.jpg]


 .

a) Montrer que  
[image: image7.jpg]


  est continue sur son ensemble de définition.

b) Montrer que  
[image: image8.jpg]


  est dérivable en  
[image: image9.jpg]


  et donner  
[image: image10.jpg]7(0)



 .

Etudier les variations de  
[image: image11.jpg]


 . 

c) On montrera en particulier que  
[image: image12.jpg]


  s'annule en un unique point  
[image: image13.jpg]


  dont on donnera une valeur approchée à  
[image: image14.jpg]1072



  près (en expliquant comment elle est obtenue).

2) Tracer la courbe représentative de  
[image: image15.jpg]


  dans un repère orthonormé (unité :  
[image: image16.jpg]


  cm).

Partie II : Etude d'une suite convergeant vers  
[image: image17.jpg]


 

Soit la suite  
[image: image18.jpg](i el



  telle que :  
[image: image19.jpg]N a0



  et pour tout  
[image: image20.jpg]


  dans  
[image: image21.jpg]


  :  
[image: image22.jpg]el = (1 + 2u) = glun)



 .

1) Vérifier que  
[image: image23.jpg]tin



  est bien défini pour tout  
[image: image24.jpg]


  dans  
[image: image25.jpg]


 .

2) On suppose que  
[image: image26.jpg](i el



  converge. Que vaut alors sa limite  
[image: image27.jpg]


  ?

On suppose que  
[image: image28.jpg]1y



  est dans l'intervalle  
[image: image29.jpg]


 . 

Montrer que, alors, pour tout  
[image: image30.jpg]


 ,  
[image: image31.jpg]tin



  est dans l'intervalle  
[image: image32.jpg]


 . 

a) Puis montrer que la suite  
[image: image33.jpg](i el



  est croissante et convergente vers  
[image: image34.jpg]


 .

b) Montrer, de manière analogue, que  
[image: image35.jpg](i el



  converge aussi vers  
[image: image36.jpg]


  si on suppose  
[image: image37.jpg]1y



  dans  
[image: image38.jpg]Jot,+09[



 .

3) On pose  
[image: image39.jpg]1y



 .

a) Montrer que, pour tout  
[image: image40.jpg]


  dans  
[image: image41.jpg]


 ,  
[image: image42.jpg]jon -l < (2)



 .

b) Au vu de cette majoration, à partir de quel rang  
[image: image43.jpg]


  est-on sûr que  
[image: image44.jpg]tin



  représente une valeur approchée de  
[image: image45.jpg]


  à  
[image: image46.jpg]10



  près ?

III : Etude d'une primitive de  
[image: image47.jpg]


 

On pose, pour  
[image: image48.jpg]


  dans  
[image: image49.jpg]


 ,  
[image: image50.jpg]B(x) = J fe) dt

o



 .

1) Etudier les variations de  
[image: image51.jpg]


  (sans chercher à savoir, pour l'instant, si  
[image: image52.jpg]F(x)



  a une limite quand  
[image: image53.jpg]


  tend vers  
[image: image54.jpg]


  ou  
[image: image55.jpg]o0



 ).

2) Montrer que  
[image: image56.jpg]F(x)



  est équivalent à  
[image: image57.jpg]


  quand  
[image: image58.jpg]


  tend vers  
[image: image59.jpg]


 .

3) Montrer que  
[image: image60.jpg]F(x)



  tend vers  
[image: image61.jpg]


  quand  
[image: image62.jpg]


  tend vers  
[image: image63.jpg]o0



 .

a) Montrer que, pour  
[image: image64.jpg]


  dans  
[image: image65.jpg]=



 , on a :  
[image: image66.jpg]in(1+2¢) >




  puis :  
[image: image67.jpg]


 

b) En déduire que l'expression  
[image: image68.jpg]


  est minorée sur l'intervalle  
[image: image69.jpg]=



 

c) Prouver que  
[image: image70.jpg]


  est prolongeable par continuité à droite en  
[image: image71.jpg]


  (on ne cherchera pas à calculer la valeur de  
[image: image72.jpg]


  ainsi prolongée en ce point ; on la notera seulement  
[image: image73.jpg]


 )

d)  
[image: image74.jpg]


 , ainsi prolongée, est-elle alors dérivable à droite en  
[image: image75.jpg]


  ?

4) En admettant que  
[image: image76.jpg]A I



  à  
[image: image77.jpg]1072



  près, donner l'allure de la courbe représentative de  
[image: image78.jpg]


  (sur le même repère que celle de  
[image: image79.jpg]


 ), l'étude de la branche infinie n'étant pas demandée.

DEUXIEME PROBLEME

 
[image: image80.jpg]


  est l'espace vectoriel des fonctions de classe  
[image: image81.jpg]


  sur  
[image: image82.jpg]


  à valeurs dans  
[image: image83.jpg]


 . 

 :

Soit  
[image: image84.jpg]


  l'application, définie sur  
[image: image85.jpg]


 , qui, à une fonction  
[image: image86.jpg]


 , associe sa dérivée  
[image: image87.jpg]


  :

a) Montrer que  
[image: image88.jpg]


  est un endomorphisme de  
[image: image89.jpg]


 .

b) Est-ce un automorphisme ?

On considère le sous-ensemble  
[image: image90.jpg]


  de  
[image: image91.jpg]


  des fonctions de la forme : 


[image: image92.jpg]x e Px)sinx + Qx)cosx




où  
[image: image93.jpg]


  et  
[image: image94.jpg]


  sont deux polynômes de  
[image: image95.jpg]


  
[image: image96.jpg]


  (c'est-à-dire de degré inférieur ou égal à  
[image: image97.jpg]


  et à coefficients réels).

1) Montrer que  
[image: image98.jpg]


  est un sous-espace vectoriel de  
[image: image99.jpg]


 , de base  
[image: image100.jpg]


  où 


[image: image101.jpg]A xesinx faixexsinx fioxecosm fiix = xcost




2)  
[image: image102.jpg]


  est la restriction de  
[image: image103.jpg]


  à  
[image: image104.jpg]


 .

a) Montrer que  
[image: image105.jpg]


  est un endomorphisme de  
[image: image106.jpg]


  et donner sa matrice  
[image: image107.jpg]


  dans la base  
[image: image108.jpg]


 .

b) Déterminer  
[image: image109.jpg]ker(D)



 . En déduire que  
[image: image110.jpg]


  est une bijection de  
[image: image111.jpg]


  sur  
[image: image112.jpg]


 .

3)  
[image: image113.jpg]


  est un réel,  
[image: image114.jpg]Idg



  est l'application identique de  
[image: image115.jpg]


 .

a) Déterminer, selon les valeurs de  
[image: image116.jpg]


 , le rang de  
[image: image117.jpg]D2 - A1dg



 .

b) Déterminer une base et la dimension du noyau et de l'image de  
[image: image118.jpg]D2+ 1dg



 .

c) En déduire que  
[image: image119.jpg]Espapd i



  est l'application nulle de  
[image: image120.jpg]


 .

d) Retrouver alors que  
[image: image121.jpg]


  est bijective et calculer  
[image: image122.jpg]


  en fonction de  
[image: image123.jpg]


 .

4) On note  
[image: image124.jpg]


  le sous-espace de  
[image: image125.jpg]£E)



  engendré par  
[image: image126.jpg]Idg



  et  
[image: image127.jpg]D2



 .

a) Vérifier que  
[image: image128.jpg]


  est une sous-algèbre de  
[image: image129.jpg]£E)



 .

Soit  
[image: image130.jpg]


  l'ensemble des éléments inversibles de  
[image: image131.jpg]


 . 

b) Montrer que  
[image: image132.jpg]


  est l'ensemble des éléments de la forme :  
[image: image133.jpg]aldg + BD?



  où  
[image: image134.jpg]


 .

c)  
[image: image135.jpg]


  constitue-t-il un groupe pour la loi de composition des applications ?

d) Résoudre dans  
[image: image136.jpg]


  l'équation différentielle :  
[image: image137.jpg]vty

0



 .

e) Déterminer le noyau de  
[image: image138.jpg]w2+ Idp



 .

f) Montrer que le noyau de  
[image: image139.jpg](w2 + Idp)?



  est  
[image: image140.jpg]


 . Puis montrer que  
[image: image141.jpg]


  est exactement l'espace des solutions de l'équation différentielle : 


[image: image142.jpg]YO 4@ 4y
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