CONCOURS 1997
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve spécifique de Mathématiques
Classements SUP (MPSI, PCSI, PTSI) et SPE (MP, PC, PT, PSI)
Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PREMIER PROBLEME

Dans tout ce problème,  
[image: image1.jpg]


  désigne l'ensemble des nombres réels. Soit  
[image: image2.jpg]


  un  
[image: image3.jpg]


 -espace vectoriel de dimension  
[image: image4.jpg]


 , et soit  
[image: image5.jpg]B =(e).09.05,24)



  une base de  
[image: image6.jpg]


 . On considère les vecteurs :


[image: image7.jpg]fi=eltea-estes
Ja=ertes
fa=—er+ertestey

fi=ez—eq




Soit  
[image: image8.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image9.jpg]


  ayant pour matrice dans la base  
[image: image10.jpg]


  : 


[image: image11.jpg]



Vérifier que  
[image: image12.jpg]


  est la symétrie par rapport au plan  
[image: image13.jpg]


  de base  
[image: image14.jpg](f1./2)



 , parallèlement au plan  
[image: image15.jpg]


  de base  
[image: image16.jpg](f3./4)



 . 

1) Déterminer sans calcul la matrice  
[image: image17.jpg]sl



 .

Pour tout entier  
[image: image18.jpg]


  compris entre  
[image: image19.jpg]


  et  
[image: image20.jpg]


 , on pose  
[image: image21.jpg]e; = s(e,)



 . Soit  
[image: image22.jpg]2).85,25,24)



 . 

2) Justifier le fait que  
[image: image23.jpg]


  est une base de  
[image: image24.jpg]


 .

3) Soient  
[image: image25.jpg]


  et  
[image: image26.jpg]


  deux réels. On note  
[image: image27.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image28.jpg]


  ayant pour matrice dans la base  
[image: image29.jpg]


  : 


[image: image30.jpg]



a) Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur  
[image: image31.jpg]


  et  
[image: image32.jpg]


  pour que  
[image: image33.jpg]


  soit inversible.

b) Lorsque cette condition est remplie, déterminer la matrice de  
[image: image34.jpg]


  dans la base  
[image: image35.jpg]


 . (On calculera ses coefficients et on l'exprimera à l'aide de  
[image: image36.jpg]Dia,~&)



 ).

Soit  
[image: image37.jpg]Mia,b)



  la matrice de  
[image: image38.jpg]


  dans la base  
[image: image39.jpg]


 . Montrer que  
[image: image40.jpg]M(a,b) =

ab

2
ab

ab
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ab
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 . (On justifiera et on détaillera les calculs). 

4) On désigne désormais par  
[image: image41.jpg]


  l'ensemble des matrices  
[image: image42.jpg]Mia,b)



  quand  
[image: image43.jpg](a.b)



  décrit  
[image: image44.jpg]R2



 .

a) Calculer  
[image: image45.jpg][Mia, b))



  lorsque  
[image: image46.jpg]Mia,b)



  est inversible et montrer que  
[image: image47.jpg][Mia, b))



  appartient à  
[image: image48.jpg]


 .

b) Montrer que si  
[image: image49.jpg](a.b)



  et  
[image: image50.jpg](a'.b")



  sont des couples de réels, alors il existe un couple  
[image: image51.jpg]


  de réels tel que :  
[image: image52.jpg]Mia,b) x Mia',b') = Mia",b")



 .

Les fonctions  
[image: image53.jpg]


  et  
[image: image54.jpg]


  sont les fonctions cosinus hyperbolique et sinus hyperbolique. Si  
[image: image55.jpg]


  est un réel, on pose  
[image: image56.jpg]N(E) = M(ch(s), sh(t))



  et on note  
[image: image57.jpg]


  l'ensemble des matrices  
[image: image58.jpg]M)



  quand  
[image: image59.jpg]


  décrit  
[image: image60.jpg]


 .

5) Montrer que  
[image: image61.jpg]


  est un sous-groupe commutatif de  
[image: image62.jpg]GL4(R)



  (groupe des matrices réelles inversibles d'ordre  
[image: image63.jpg]


 ) et que l'application  
[image: image64.jpg]


  de  
[image: image65.jpg]


  dans  
[image: image66.jpg]


  qui à  
[image: image67.jpg]


  associe  
[image: image68.jpg]M)



  est un isomorphisme de groupes.

6) Quelle structure algébrique possède l'ensemble  
[image: image69.jpg]GLy(RINL



  ?

7) Déterminer  
[image: image70.jpg]oMNL



  où  
[image: image71.jpg]o)



  est l'ensemble des matrices réelles orthogonales d'ordre  
[image: image72.jpg]


 . (On rappelle qu'une matrice  
[image: image73.jpg]


  est orthogonale si elle vérifie :  
[image: image74.jpg]tAxA




  où  
[image: image75.jpg]


  désigne la matrice transposée de la matrice  
[image: image76.jpg]


 , et où  
[image: image77.jpg]


  est la matrice unité d'ordre  
[image: image78.jpg]


 .)

DEUXIEME PROBLEME

Dans tout ce problème,  
[image: image79.jpg]


  désigne l'ensemble des nombres entiers naturels, et  
[image: image80.jpg]


  l'ensemble des nombres réels.

Partie A

On considère l'équation différentielle :  
[image: image81.jpg]¥ + 2xy



 .
1) De quel type d'équation différentielle s'agit-il ? On désigne désormais par  
[image: image82.jpg]


  l'une de ses solutions sur  
[image: image83.jpg]


 , que l'on ne cherchera pas à exprimer pour l'instant.
a) Prouver que  
[image: image84.jpg]


  est de classe  
[image: image85.jpg]


  sur  
[image: image86.jpg]


 .

b) Quelle est la valeur de  
[image: image87.jpg]7(0)



  ?

2) Montrer que :  
[image: image88.jpg]Yne N ¥xeR, fo(x) = —2x/0(x) - 20n + 1/ (x)



 .

a) Montrer que  
[image: image89.jpg]


  admet en  
[image: image90.jpg]


  un développement limité à tout ordre  
[image: image91.jpg]


  ( 
[image: image92.jpg]


  entier naturel). Écrivons un tel développement limité au moyen d'une suite de réels  
[image: image93.jpg](@n)nelt



 : 


[image: image94.jpg]»
) = D apx+ o(x?)
=




b) A l'aide du résultat de la question 3, montrer que :  
[image: image95.jpg]Vi e N,

)]
G2l T o)



 

c) Obtenir également l'expression des termes  
[image: image96.jpg]ok



  à l'aide de  
[image: image97.jpg]f0)



  ( 
[image: image98.jpg]


  entier naturel).

Partie B

On considère la fonction de la variable réelle  
[image: image99.jpg]D:xw D(x)= e jgfdz
H



 . 
1) Justifier le fait que  
[image: image100.jpg]


  est une fonction de classe  
[image: image101.jpg]cl



  sur  
[image: image102.jpg]


 , et vérifier que  
[image: image103.jpg]


  est une solution sur  
[image: image104.jpg]


  de l'équation différentielle :  
[image: image105.jpg]¥ + 2xy



 .

2) Etudier la parité de  
[image: image106.jpg]


 .

3) Prouver que :  
[image: image107.jpg]vz e RY, xe™ < D(x) < x



 .

a) Prouver que :  
[image: image108.jpg]


 .

b) Soit la fonction  
[image: image109.jpg]


  Montrer que  
[image: image110.jpg]


  est croissante sur  
[image: image111.jpg]


 . En déduire que : 


[image: image112.jpg]Vxe (Lo, | %dt < h(x)jtlzdz,
1 1




et qu'au voisinage de  
[image: image113.jpg]o0



  :  
[image: image114.jpg]Lap - P
- o



  En déduire enfin un équivalent de  
[image: image115.jpg]D(x)



  au voisinage de  
[image: image116.jpg]o0



 .

c) Prouver que  
[image: image117.jpg]


  admet un maximum, atteint en un point  
[image: image118.jpg]


  de  
[image: image119.jpg]


 .

d) Montrer que ce maximum est égal à  
[image: image120.jpg]


 

e) En déduire l'unicité du point où le maximum est atteint.

Partie C

1) Déterminer à l'aide de  
[image: image121.jpg]


  l'ensemble des fonctions solutions sur  
[image: image122.jpg]


  de l'équation différentielle :  
[image: image123.jpg]¥ + 2xy



 .

2) Montrer l'existence d'une unique solution impaire.

_1224011055.unknown

_1224011071.unknown

_1224011079.unknown

_1224011083.unknown

_1224011085.unknown

_1224011086.unknown

_1224011084.unknown

_1224011081.unknown

_1224011082.unknown

_1224011080.unknown

_1224011075.unknown

_1224011077.unknown

_1224011078.unknown

_1224011076.unknown

_1224011073.unknown

_1224011074.unknown

_1224011072.unknown

_1224011063.unknown

_1224011067.unknown

_1224011069.unknown

_1224011070.unknown

_1224011068.unknown

_1224011065.unknown

_1224011066.unknown

_1224011064.unknown

_1224011059.unknown

_1224011061.unknown

_1224011062.unknown

_1224011060.unknown

_1224011057.unknown

_1224011058.unknown

_1224011056.unknown

_1224011023.unknown

_1224011039.unknown

_1224011047.unknown

_1224011051.unknown

_1224011053.unknown

_1224011054.unknown

_1224011052.unknown

_1224011049.unknown

_1224011050.unknown

_1224011048.unknown

_1224011043.unknown

_1224011045.unknown

_1224011046.unknown

_1224011044.unknown

_1224011041.unknown

_1224011042.unknown

_1224011040.unknown

_1224011031.unknown

_1224011035.unknown

_1224011037.unknown

_1224011038.unknown

_1224011036.unknown

_1224011033.unknown

_1224011034.unknown

_1224011032.unknown

_1224011027.unknown

_1224011029.unknown

_1224011030.unknown

_1224011028.unknown

_1224011025.unknown

_1224011026.unknown

_1224011024.unknown

_1224011006.unknown

_1224011014.unknown

_1224011019.unknown

_1224011021.unknown

_1224011022.unknown

_1224011020.unknown

_1224011017.unknown

_1224011018.unknown

_1224011015.unknown

_1224011010.unknown

_1224011012.unknown

_1224011013.unknown

_1224011011.unknown

_1224011008.unknown

_1224011009.unknown

_1224011007.unknown

_1224010990.unknown

_1224010998.unknown

_1224011002.unknown

_1224011004.unknown

_1224011005.unknown

_1224011003.unknown

_1224011000.unknown

_1224011001.unknown

_1224010999.unknown

_1224010994.unknown

_1224010996.unknown

_1224010997.unknown

_1224010995.unknown

_1224010992.unknown

_1224010993.unknown

_1224010991.unknown

_1224010982.unknown

_1224010986.unknown

_1224010988.unknown

_1224010989.unknown

_1224010987.unknown

_1224010984.unknown

_1224010985.unknown

_1224010983.unknown

_1224010974.unknown

_1224010978.unknown

_1224010980.unknown

_1224010981.unknown

_1224010979.unknown

_1224010976.unknown

_1224010977.unknown

_1224010975.unknown

_1224010970.unknown

_1224010972.unknown

_1224010973.unknown

_1224010971.unknown

_1224010968.unknown

_1224010969.unknown

_1224010966.unknown

_1224010967.unknown

_1224010964.unknown

_1224010965.unknown

_1224010963.unknown

