CONCOURS 1998
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve de Mathématiques
Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PREMIER PROBLEME

I -- Solutions d'une équation différentielle

Dans toute la suite, le plan est rapporté à un repère orthonormé  
[image: image1.jpg](03.7)



 .

On considère l'équation différentielle  
[image: image2.jpg]!+ 2xy =
(1) +
()

s



 .

1) Résoudre  
[image: image3.jpg](E)



  sur  
[image: image4.jpg]


 .

2) Pour tout réel  
[image: image5.jpg]


 , on définit la fonction  
[image: image6.jpg]fi



  sur  
[image: image7.jpg]


  par :  
[image: image8.jpg]x+d
Vi> 0 i = BIEL



  et on note  
[image: image9.jpg](Ca)



  sa courbe représentative dans  
[image: image10.jpg](03.7)



 .

Soit  
[image: image11.jpg]Ma,B)



  un point du plan avec  
[image: image12.jpg]


 . 

a) Montrer que par  
[image: image13.jpg]


  passe une et une seule courbe  
[image: image14.jpg](Ca)



 .

b) Montrer que pour tout réel  
[image: image15.jpg]


 , la fonction  
[image: image16.jpg]fi



  est de classe  
[image: image17.jpg]


  sur  
[image: image18.jpg]


 .

c) Montrer que pour tout  
[image: image19.jpg]


 ,  
[image: image20.jpg]fo(x)



  est du signe de  
[image: image21.jpg]ga(x) = 1+ x2 = 22%(Inx + 1)



 .

Etudier les variations de  
[image: image22.jpg]g1



 . 

d) On montrera en particulier que l'équation  
[image: image23.jpg]ga(x)



  admet une et une seule solution sur  
[image: image24.jpg]


  ; cette solution sera notée  
[image: image25.jpg]ma



 .

e) Dresser le tableau de variations de  
[image: image26.jpg]fi



 . On calculera les limites de  
[image: image27.jpg]fi



  en 0 et  
[image: image28.jpg]o0



 , et on montrera que  
[image: image29.jpg]Pl



 .

f) Représenter sur un même graphique les courbes  
[image: image30.jpg](C)



 ,  
[image: image31.jpg](Co)



  et  
[image: image32.jpg](c)



 . On donnera des valeurs approchées de  
[image: image33.jpg]


  et  
[image: image34.jpg]mg



  à  
[image: image35.jpg]1072



  près en précisant la méthode utilisée, ainsi que la valeur exacte de  
[image: image36.jpg]m



 .

3) Dans cette question, on cherche un équivalent de  
[image: image37.jpg]ma



  lorsque  
[image: image38.jpg]


  tend vers  
[image: image39.jpg]o0



 .

a) Montrer que pour  
[image: image40.jpg]


  assez grand, on a :  
[image: image41.jpg]ol

<mis




 .

b) En déduire, à l'aide des questions précédentes, que  
[image: image42.jpg]


 .

II -- Etude d'une fonction intégrale

On étudie dans cette partie la fonction  
[image: image43.jpg]


  définie par :


[image: image44.jpg]Vi 0 FG) = [foldyde = i
1





La courbe représentative de  
[image: image45.jpg]


  sera notée  
[image: image46.jpg]


 .

a) Déterminer le signe de  
[image: image47.jpg]


  sur  
[image: image48.jpg]


 .

b) Justifier la continuité et la dérivabilité de  
[image: image49.jpg]


  sur  
[image: image50.jpg]


 .

c) Calculer  
[image: image51.jpg]F(x)



  pour  
[image: image52.jpg]


 .

d) Ecrire le développement limité de  
[image: image53.jpg]


  à l'ordre 3 au voisinage de  
[image: image54.jpg]


 .

2) Montrer que :  
[image: image55.jpg]Vx» 0 F(x) - F(%)



 .

Soit  
[image: image56.jpg]


  la fonction définie sur  
[image: image57.jpg]


  par :  
[image: image58.jpg]Vi 0 g(x) = canx
=



 .

3) Montrer que  
[image: image59.jpg]


  est prolongeable par continuité en 0.

a) Montrer que :  
[image: image60.jpg]Vx> 0 Fx) - arctanx m—jw)dz
1



 .

En déduire que  
[image: image61.jpg]


  est prolongeable par continuité en 0. 

b) La nouvelle fonction ainsi obtenue sera encore notée  
[image: image62.jpg]


 .

Que peut-on dire de  
[image: image63.jpg]


  au voisinage de  
[image: image64.jpg]o0



  ?

Montrer que  
[image: image65.jpg]


  n'est pas dérivable à droite en 0. 

c) Que peut-on dire de  
[image: image66.jpg]


  au point d'abscisse 0 ?

4) Dans cette question, on cherche à calculer une valeur approchée de  
[image: image67.jpg]F(0)



 .

a) Pour  
[image: image68.jpg]kel



  et  
[image: image69.jpg]


 , calculer  
[image: image70.jpg]Ii(x) = [hinea
ct



 .

b) Montrer que :  
[image: image71.jpg]VreN Vrs 0 —L_ o S )ity (—1yo 2272
Trxl = 1322



 .

c) En déduire, pour  
[image: image72.jpg]nelN



  et  
[image: image73.jpg]x e 10,1[



 , une majoration de  
[image: image74.jpg]() = D (- Dlx)
=



 .

On pose, pour  
[image: image75.jpg]nelN



 ,  
[image: image76.jpg]-




 .

d) Montrer que :  
[image: image77.jpg]1
Vn e N |F(0) - | € —1—
" 0) = tn] (2n+3)2



 .

e) Donner, en détaillant la méthode utilisée, une valeur approchée à  
[image: image78.jpg]1072



  près de  
[image: image79.jpg]F(0)



 .

5) Tracer l'allure de la courbe  
[image: image80.jpg]


 . On précisera le point d'inflexion.

DEUXIÈME PROBLEME

Dans tout le problème, l'espace vectoriel  
[image: image81.jpg]R



  est muni de sa structure euclidienne orientée usuelle et rapporté à sa base canonique (orthonormée directe) notée  
[image: image82.jpg](21.22.23)



 .

On note  
[image: image83.jpg]LR



  la  
[image: image84.jpg]


 -algèbre des endomorphismes de  
[image: image85.jpg]R



 ,  
[image: image86.jpg]Ms(R)



  la  
[image: image87.jpg]


 -algèbre des matrices d'ordre 3 à coefficients réels et  
[image: image88.jpg]


  la matrice identité.

Il est demandé de faire figurer tous les calculs sur la copie.
Partie I

Soit  
[image: image89.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image90.jpg]R



  de matrice  
[image: image91.jpg]5 -1 -1
-1 5 -1
-1-1 5



  dans la base canonique.

1) Montrer que  
[image: image92.jpg]


  est un automorphisme de  
[image: image93.jpg]R



 .

2) Soient  
[image: image94.jpg](L1,1)
e) =



 ,  
[image: image95.jpg]= (1,-1,0)
(1,
e =



  et  
[image: image96.jpg]j]
(1,1,-2
o) =



 .

a) Montrer que  
[image: image97.jpg](e],25.€5)



  est une base de  
[image: image98.jpg]R



 .

b) Déterminer la matrice  
[image: image99.jpg]


  de  
[image: image100.jpg]


  dans la base  
[image: image101.jpg](e],25.€5)



 .

c) Calculer  
[image: image102.jpg]i



  et donner une methode de calcul de  
[image: image103.jpg]


  (on ne demande pas d'effectuer lesdits calculs).

d) La famille  
[image: image104.jpg](13.8)



  est-elle libre dans  
[image: image105.jpg]Ms(R)



  ?

e) Montrer que  
[image: image106.jpg]


  peut s'exprimer sous forme de combinaison lineaire de  
[image: image107.jpg]


  et  
[image: image108.jpg]


 .

f) En déduire que pour tout  
[image: image109.jpg]nelN



 , il existe un unique couple  
[image: image110.jpg](@n.bn)



  de réels tel que  
[image: image111.jpg]s + BnS




  (on convient que :  
[image: image112.jpg]VM e MM3(R) M0 = Iy



 ).

g) Donner les valeurs de  
[image: image113.jpg]ag



 ,  
[image: image114.jpg]


 ,  
[image: image115.jpg]ay



 ,  
[image: image116.jpg]


 , et exprimer, pour  
[image: image117.jpg]nelN



 ,  
[image: image118.jpg]Al



  et  
[image: image119.jpg]


  en fonction de  
[image: image120.jpg]n



  et  
[image: image121.jpg]by



 .

h) Montrer que la suite  
[image: image122.jpg](an + b )nelt



  est constante, puis que la suite  
[image: image123.jpg](bn + Dnen



  est géométrique.

i) En déduire l'expression de  
[image: image124.jpg]n



  et  
[image: image125.jpg]by



  pour tout  
[image: image126.jpg]nelN



 .

3) Soit  
[image: image127.jpg]B=5-2



 .

a) Calculer  
[image: image128.jpg]Bn



  pour  
[image: image129.jpg]nelN



 .

b) En déduire l'expression de  
[image: image130.jpg]


  en fonction de  
[image: image131.jpg]


  et  
[image: image132.jpg]


  pour  
[image: image133.jpg]nelN



  (on pourra, après justification, utiliser la formule du binôme de Newton).

c) Comparer avec le résultat de la question 3).

4) L'expression de  
[image: image134.jpg]


  obtenue aux questions 3) et 4) est-elle valable pour  
[image: image135.jpg]nel



  ?

Partie II

Soit  
[image: image136.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image137.jpg]R



  de matrice  
[image: image138.jpg]-1-1 5
5-1-1
-1 5 -1



  dans la base canonique. 

On pose :  
[image: image139.jpg]


  et on note  
[image: image140.jpg]


  la matrice de  
[image: image141.jpg]


  dans la base canonique.

1) Calculer  
[image: image142.jpg]


  ; vérifier que  
[image: image143.jpg]


  est une rotation vectorielle et que  
[image: image144.jpg]wos=sou=p



 .

2) Soit  
[image: image145.jpg](e],25.€5)



  la famille obtenue en normant les vecteurs  
[image: image146.jpg]5
1



 ,  
[image: image147.jpg]


  et  
[image: image148.jpg]


  de la question 2) de la première partie.

a) Montrer que  
[image: image149.jpg](e],25.€5)



  est une base orthonormale directe.

b) Ecrire la matrice  
[image: image150.jpg]


  de  
[image: image151.jpg]


  dans cette base et caractériser géométriquement  
[image: image152.jpg]


 .

c) Exprimer la matrice de  
[image: image153.jpg]


  dans la base  
[image: image154.jpg](e],25.€5)



  en fonction de  
[image: image155.jpg]


 .

d) En déduire la matrice de  
[image: image156.jpg]


  dans la base  
[image: image157.jpg](e],25.€5)



 .

e) Quel est l'ensemble des vecteurs invariants par  
[image: image158.jpg]


  ?

f) Soit  
[image: image159.jpg]P = Vect(e}, el



 .

i) Montrer que  
[image: image160.jpg]AP)=P



 .

Soit  
[image: image161.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image162.jpg]


  tel que pour tout  
[image: image163.jpg]


  de  
[image: image164.jpg]


 ,  
[image: image165.jpg]g(x) = fx)



 . 

ii) Montrer que  
[image: image166.jpg]


  est la composée de deux applications linéaires simples que l'on reconna tra.

3) On note  
[image: image167.jpg]¢3)



  l'ensemble des endomorphismes de  
[image: image168.jpg]R



  commutant avec  
[image: image169.jpg]


 , c'est-à-dire l'ensemble des endomorphismes  
[image: image170.jpg]


  tels que  
[image: image171.jpg]fog=gof



 .

a) Montrer que  
[image: image172.jpg]¢3)



  est une sous-algèbre de  
[image: image173.jpg]LR



 .

b) Soit  
[image: image174.jpg]g € C(f)



 .

i) Montrer que le vecteur  
[image: image175.jpg]gle])



  est invariant par  
[image: image176.jpg]


 . Que peut-on en déduire ?

ii) Soit  
[image: image177.jpg]


  la matrice de  
[image: image178.jpg]


  dans la base  
[image: image179.jpg](e],25.€5)



 . Montrer que  
[image: image180.jpg]


  commute avec  
[image: image181.jpg](53



 .

iii) En déduire la forme générale de la matrice d'un endomorphisme de  
[image: image182.jpg]¢3)



  dans la base  
[image: image183.jpg](e],25.€5)



 .

c) Quelle est la dimension de l'espace vectoriel  
[image: image184.jpg]¢3)



  ?
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