CONCOURS 2000
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve spécifique de Mathématiques (filière MPSI)

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PROBLEME D'ANALYSE
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  est la  
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 -algèbre des fonctions continues de  
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  dans  
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 .

L'objectif du problème est d'étudier les ensembles  
[image: image5.jpg]


  et  
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  suivants :
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 . 
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  est la partie constituée des éléments  
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  de  
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  tels que :
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  n'est pas la fonction identiquement nulle.
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  s'annule au moins une fois sur  
[image: image13.jpg]


 .

Partie I

 Montrer que la fonction cosinus est dans l'ensemble  
[image: image14.jpg]


 .

On note  
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  la fonction cosinus hyperbolique et  
[image: image16.jpg]


  la fonction sinus hyperbolique. Démontrer la formule :  
[image: image17.jpg]¥(x,y) € R?, ch(x +y) = chxchy + shxshy




 . 

 En déduire que la fonction  
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  est dans l'ensemble  
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 .

 Soit  
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  dans  
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  ; montrer que pour tout réel  
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 , la fonction  
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  de  
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  dans  
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  définie par :  
[image: image26.jpg]x = fu(x) = flax)



  est dans  
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 .

On fixe un élément  
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  de  
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 . 

 En donnant à  
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  et à  
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  des valeurs particulières, prouver que :

o  
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  vaut  
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  ou  
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 .

o Si  
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 , alors  
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  est la fonction identiquement nulle.

o Si  
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 , alors  
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  est une fonction paire.

Partie II

On fixe ici un élément  
[image: image39.jpg]


  de  
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  tel que  
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 .

1) Montrer que pour chaque réel  
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 , on a :

a)  
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 .

b)  
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 .

Montrer que l'on peut choisir  
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  de façon à rendre strictement positive la constante  
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 . 

2) Dans la suite de ce 2., on fixe un réel  
[image: image47.jpg]


  qui vérifie :  
[image: image48.jpg]j/(y)dy) 0
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 .

a) En déduire que  
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  est de classe  
[image: image50.jpg]cl



  sur  
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 .

b) Montrer alors que  
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  est en fait de classe  
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  sur  
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 .

c) Prouver l'existence d'une constante  
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  telle que : 


[image: image56.jpg]Vx eR, of (x) = flx+r)-fx-r)




3) En déduire l'existence d'une constante réelle  
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  telle que : 


[image: image58.jpg]VreR, f(x)
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Conclusion

4) Résoudre sur  
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  l'équation différentielle  
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 , en séparant les cas :  
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 ,  
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  et  
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 .

5) En déduire tous les éléments de  
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  en exploitant le I.4.c.

6) Donner tous les éléments de  
[image: image65.jpg]


 .

Partie III

On se propose d'étudier l'ensemble  
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  par une méthode différente. 

On pourra utiliser librement le résultat suivant : 

Si  
[image: image67.jpg]


  est un élément fixé de  
[image: image68.jpg]


  et si  
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 , 

tout réel est limite d'une suite d'éléments de  
[image: image70.jpg]


 . 

Soit  
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  un élément de  
[image: image72.jpg]


 . On pose  
[image: image73.jpg]E={x>0 [ fix)=0}



 .

1) Montrer que  
[image: image74.jpg]A0y =1



 , et que  
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  s'annule au moins une fois sur  
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 .

2) Montrer que  
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  admet une borne inférieure que l'on note  
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 .

3) Prouver que  
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  (on pourra raisonner par l'absurde). En déduire que :  
[image: image80.jpg]


 .

Montrer que :  
[image: image81.wmf][
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4) On pose  
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 , et on note  
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  la fonction de  
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  dans  
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  :  
[image: image86.jpg]% = cos(wx)



 .

a) Soit  
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  ; montrer que  
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 .

b) En déduire, en raisonnant par récurrence sur  
[image: image89.jpg]


 , que : 
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On démontrerait de même le résultat suivant que le candidat pourra utiliser librement : 

si  
[image: image91.jpg]


  est fixé :  
[image: image92.jpg]


 .
5) Prouver que :  
[image: image93.jpg]¥x € Dy, Ax) = glx)



 .

En déduire que  
[image: image94.jpg]


 . 

6) En déduire tous les éléments de  
[image: image95.jpg]


 .

PROBLEME D'ALGEBRE

Notations et objectifs :

7) Soit  
[image: image96.jpg]


  un entier,  
[image: image97.jpg]nz2



  ; on note  
[image: image98.jpg]E = MMu(R)



  la  
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 -algèbre des matrices carrées d'ordre  
[image: image100.jpg]


  à coefficients réels, et  
[image: image101.jpg]LER)



  la  
[image: image102.jpg]


  algèbre des formes linéaires sur  
[image: image103.jpg]


 . On rappelle que :  
[image: image104.jpg]dirn(E) = dim(E")



 . Les éléments de  
[image: image105.jpg]


  sont notés  
[image: image106.jpg]M= (my)



 , la matrice élémentaire  
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  est la matrice de  
[image: image108.jpg]


  dont les coefficients sont tous nuls à l'exception de celui qui se trouve sur la  
[image: image109.jpg]


 -ème ligne et sur la  
[image: image110.jpg]


 -ème colonne, qui vaut  
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 . Lorsque  
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  et  
[image: image113.jpg]


  sont des éléments de  
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 , on note  
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  leur produit. Si  
[image: image116.jpg]MeE



 , on note  
[image: image117.jpg]Vect(M)



  le sous-espace vectoriel engendré par  
[image: image118.jpg]


 

8) L'objectif du problème est de montrer que chaque hyperplan vectoriel de  
[image: image119.jpg]


  possède au moins une matrice inversible.

9) Si  
[image: image120.jpg]M= (my) € E



 , on note  
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  le réel  
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 . On définit ainsi une application  
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  de  
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  vers  
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  :  
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 . A chaque matrice  
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  de  
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 , on associe :

a) L'application  
[image: image129.jpg]


  de  
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  vers  
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  :  
[image: image132.jpg]Mo Tu(M) = TTU. M)



 .

b) L'ensemble  
[image: image133.jpg]Hy={MecE | TUM =0}



 .

Partie I : Généralités, exemples.

1) Quelques propriétés.

a) Montrer que  
[image: image134.jpg]


  est une application linéaire.

b) Pour  
[image: image135.jpg]Uek



 , prouver que l'application  
[image: image136.jpg]


  est dans  
[image: image137.jpg]


 .

c) Soit  
[image: image138.jpg]Uek



  ; reconnaître  
[image: image139.jpg]ker Ty



 , et montrer que  
[image: image140.jpg]


  est un sous-espace vectoriel de  
[image: image141.jpg]


 .

2) Dans cette question seulement, on prend  
[image: image142.jpg]


 , et on pose  
[image: image143.jpg]


 .

a) Ecrire les quatre matrices élémentaires  
[image: image144.jpg]


  ; que peut-on dire de la famille  
[image: image145.jpg](E11.E12, 821, BE2)



  de  
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  ?

b) Montrer que  
[image: image147.jpg]


  est l'ensemble des matrices de  
[image: image148.jpg]


  dont la somme des quatre coefficients vaut  
[image: image149.jpg]


 .

c) Trouver une matrice  
[image: image150.jpg]


  de  
[image: image151.jpg]


  telle que  
[image: image152.jpg]TU. M) %0



 , et en déduire la dimension de  
[image: image153.jpg]P



  puis la dimension de  
[image: image154.jpg]


 .

d) Montrer que  
[image: image155.jpg]


  possède une matrice inversible. La partie III propose une généralisation de ce résultat.
Partie II : Quelques résultats utiles pour la suite

 Soit  
[image: image156.jpg]A = (ay)



  et  
[image: image157.jpg]= (&)



  des éléments de  
[image: image158.jpg]


 .

o Montrer que  
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o En déduire les identités suivantes :
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 Soit  
[image: image161.jpg]


  dans  
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 .

o Si  
[image: image163.jpg]


  est la matrice nulle, déterminer  
[image: image164.jpg]


 .

o Si  
[image: image165.jpg]


  n'est pas la matrice nulle, montrer que l'on peut trouver un couple d'entiers  
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  tel que  
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 . En déduire  
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 .

 Pour  
[image: image169.jpg]() € {1,2, . n}?



 , on note  
[image: image170.jpg]


 .

o Les indices  
[image: image171.jpg]


  et  
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  étant fixés, calculer  
[image: image173.jpg]T(Ewp)



  en utilisant  
[image: image174.jpg]()



 .

o En déduire que les  
[image: image175.jpg]


  éléments  
[image: image176.jpg]


  de  
[image: image177.jpg]


  permettent de définir une base de  
[image: image178.jpg]


 .

 Montrer que l'application  
[image: image179.jpg]


  de  
[image: image180.jpg]


  vers  
[image: image181.jpg]


  :  
[image: image182.jpg]U (1)

Ty



  est un isomorphisme d'espaces vectoriels.

 On considère un hyperplan vectoriel  
[image: image183.jpg]


  de  
[image: image184.jpg]


 .

o Quelle est sa dimension ?

o Soit  
[image: image185.jpg]


  une matrice non nulle de  
[image: image186.jpg]


  qui n'appartient pas à  
[image: image187.jpg]


 , montrer que :  
[image: image188.jpg]E = H® Vect(4)



 .

o Construire alors un élément  
[image: image189.jpg]


  de  
[image: image190.jpg]


  tel que  
[image: image191.jpg]H = kerl



 .

o Prouver l'existence d'un élément  
[image: image192.jpg]


  de  
[image: image193.jpg]


  tel que  
[image: image194.jpg]


 .

Partie III : Le résultat général

Pour  
[image: image195.jpg]leren



 , on note  
[image: image196.jpg]


 .

1) Soit  
[image: image197.jpg]


  c'est-à-dire  
[image: image198.jpg]= (py)



  avec


[image: image199.jpg]=1 1gign-1
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a) Montrer que  
[image: image200.jpg]


  est inversible.

b) Prouver que  
[image: image201.jpg]


  appartient à l'hyperplan  
[image: image202.jpg]


 .

2) En déduire que chaque hyperplan vectoriel  
[image: image203.jpg]


  de  
[image: image204.jpg]


  possède au moins une matrice inversible. Indication : lorsque  
[image: image205.jpg]


 , avec  
[image: image206.jpg]


  de rang  
[image: image207.jpg]


 , on rappelle l'existence de matrices  
[image: image208.jpg]


  et  
[image: image209.jpg]


  inversibles telles que  
[image: image210.jpg]S 8y




 .
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