CONCOURS 2001
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve de Mathématiques (toutes filières)

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PROBLEME 1

Les parties A et B sont indépendantes, mais sont utilisées par la partie C.

PARTIE A

Pour tout réel  
[image: image1.jpg]


  positif ou nul, on note  
[image: image2.jpg]Za



  la fonction définie sur  
[image: image3.jpg]


  par  
[image: image4.jpg]galt) = £2



 .

Montrer que la fonction  
[image: image5.jpg]Za



  est prolongeable par continuité en  
[image: image6.jpg]


  (on notera toujours  
[image: image7.jpg]Za



  la fonction ainsi prolongée, qui est donc définie et continue sur  
[image: image8.jpg]R,



 ). Préciser la valeur de  
[image: image9.jpg]22(0)



 . Montrer que la fonction  
[image: image10.jpg]Za



  est de classe  
[image: image11.jpg]cl



  sur  
[image: image12.jpg]R,



  pour  
[image: image13.jpg]az1



 . 

1) Soient  
[image: image14.jpg]


  et  
[image: image15.jpg]


  deux réels positifs ou nuls. On pose 


[image: image16.jpg]1) = [ 2al0gs(1 - s
.




Justifier l'existence de l'intégrale  
[image: image17.jpg]Ka,b)



 . Comparer  
[image: image18.jpg]Ka,b)



  et  
[image: image19.jpg]Ib,a)



 . 

2) On écrira abusivement  
[image: image20.jpg]Kab) = [ 121 - 0)*a
3



 .

3) Soient  
[image: image21.jpg]


  et  
[image: image22.jpg]


  deux réels positifs ou nuls. Trouver une relation entre  
[image: image23.jpg]Ka+1,8)



  et  
[image: image24.jpg]Kab+ 1)



 .

4) Calculer  
[image: image25.jpg]a,0)



 . En déduire que, pour tout entier naturel  
[image: image26.jpg]


 , on a 


[image: image27.jpg]o 2l
@) = DG G




5) Soient  
[image: image28.jpg]


  et  
[image: image29.jpg]


  deux entiers naturels. Exprimer  
[image: image30.jpg]ip.q)



  à l'aide de factorielles.

6) En déduire la valeur de l'intégrale 


[image: image31.jpg]J.
.q) =
| (i) (co
6%,
a8,

ol




où  
[image: image32.jpg]


  et  
[image: image33.jpg]


  sont deux entiers naturels.

PARTIE B

Pour tout réel  
[image: image34.jpg]


  strictement positif, on note  
[image: image35.jpg]fa



  la fonction définie par 


[image: image36.jpg]Jalx) = xln(1-£)




Préciser l'ensemble de définition de  
[image: image37.jpg]fa



 . 

1) On note  
[image: image38.jpg]e



  la courbe représentant la restriction de la fonction  
[image: image39.jpg]fa



  à l'intervalle  
[image: image40.jpg]Ja,+o0[



 .

2) Si  
[image: image41.jpg]


  et  
[image: image42.jpg]


  dont deux réels tels que  
[image: image43.jpg]O<a<x



 , démontrer l'encadrement 


[image: image44.jpg]2 < Inx-In(x-a) < 745

T-a




3) En déduire les variations de la fonction  
[image: image45.jpg]fa



  sur l'intervalle  
[image: image46.jpg]Ja,+o0[



  (on dressera un tableau de variations). Préciser la nature des branches infinies de la courbe  
[image: image47.jpg]e



 .

4) Donner l'allure des courbes  
[image: image48.jpg]


 ,  
[image: image49.jpg]


  et  
[image: image50.jpg]


  sur un même schéma.

5) On fixe  
[image: image51.jpg]


  et on considère la suite  
[image: image52.jpg]


  définie, pour tout entier naturel  
[image: image53.jpg]


  tel que  
[image: image54.jpg]5w a



 , par  
[image: image55.jpg]


 . Etudier le comportement (sens de variation, limite) de la suite  
[image: image56.jpg]


 .

Partie C

Pour tout réel positif ou nul  
[image: image57.jpg]


  et tout entier naturel non nul  
[image: image58.jpg]


 , on pose 


[image: image59.jpg]Fa) = [(1- ) wrau
0




1) Montrer que  
[image: image60.jpg]


 .

2) En utilisant les résultats de la partie B, montrer que, pour tout  
[image: image61.jpg]


  fixé, la suite  
[image: image62.jpg](Falx)) pene



  est croissante.

3) On fixe  
[image: image63.jpg]=0



 .

a) Montrer l'existence d'un réel strictement positif  
[image: image64.jpg]


  tel que 


[image: image65.jpg]



b) En déduire que, pour tout entier naturel non nul  
[image: image66.jpg]


 , on a 


[image: image67.jpg]Fa() < [ utdu+ L




Montrer que la suite  
[image: image68.jpg](Falx)) pene



  est convergente. 

c) Pour tout réel positif ou nul  
[image: image69.jpg]


 , on pose  
[image: image70.jpg]F(x) = fim Fu(x)



 .

4) Démontrer la relation fonctionnelle 


[image: image71.jpg]VreR, Flx+1)=(x+ DFx)




En déduire la valeur de  
[image: image72.jpg]By



  pour  
[image: image73.jpg]


  entier naturel.

PROBLEME 2

Les parties B et C sont liées, mais la partie A est indépendante du reste du problème. 

On rappelle que, si  
[image: image74.jpg]


  est un entier naturel non nul, la notation  
[image: image75.jpg]M, (R)



  représente l'algèbre des matrices carrées d'ordre  
[image: image76.jpg]


  à coefficients réels.

Partie A

Soit  
[image: image77.jpg]


  un entier naturel non nul. Une matrice  
[image: image78.jpg]


  de  
[image: image79.jpg]M, (R)



  est dite nilpotente d'indice trois si elle vérifie  
[image: image80.jpg]4220



  et  
[image: image81.jpg]A3



 . 

Dans toute cette partie, on note  
[image: image82.jpg]


  une matrice de  
[image: image83.jpg]M, (R)



 , nilpotente d'indice trois. On note  
[image: image84.jpg]


  la matrice-unité d'ordre  
[image: image85.jpg]


 . 

Pour tout réel  
[image: image86.jpg]


 , on note  
[image: image87.jpg]E(t)



  la matrice 


[image: image88.jpg]@)= I+id+ %Ai




1) Vérifier la relation 


[image: image89.jpg]V(s e B2 BEE) = Es+o)




2) En déduire que  
[image: image90.jpg](B(£))" = E(nt)



  pour  
[image: image91.jpg]teR



  et  
[image: image92.jpg]nelN



 .

3) Montrer que la matrice  
[image: image93.jpg]E(t)



  est inversible. Quel est son inverse ?

4) Montrer que la famille  
[image: image94.jpg](1.4,42)



  est libre dans l'espace vectoriel  
[image: image95.jpg]M, (R)



 .

5) En déduire que l'application  
[image: image96.jpg]Ete B



 , de  
[image: image97.jpg]


  vers  
[image: image98.jpg]M, (R)



 , est injective.

6) Dans cette question,  
[image: image99.jpg]


  et  
[image: image100.jpg]011
4= 001
000



 . Expliciter la matrice  
[image: image101.jpg]E(t)



  sous la forme d'un tableau matriciel pour  
[image: image102.jpg]teR



 .

PARTIE B

Dans cette partie, on note  
[image: image103.jpg](fe1.i23)



  la base canonique de  
[image: image104.jpg]R2



 . Soit la matrice  
[image: image105.jpg]


  appartenant à  
[image: image106.jpg]M, (R



 . On note  
[image: image107.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image108.jpg]R2



  qui lui est canoniquement associé.

1) Montrer que  
[image: image109.jpg]F = ker(f— 2 Tdg:)



  et  
[image: image110.jpg]G = ker(f— Tdge)



  sont deux droites vectorielles, supplémentaires dans  
[image: image111.jpg]R2



 . Préciser un vecteur directeur  
[image: image112.jpg]


  de  
[image: image113.jpg]


 , et un vecteur directeur  
[image: image114.jpg]


  de  
[image: image115.jpg]


 .

2) Sans calculs, déterminer la matrice de l'endomorphisme  
[image: image116.jpg]


  de  
[image: image117.jpg]R2



  dans la base  
[image: image118.jpg]B= (.5



 .

3) En déduire qu'il existe une matrice  
[image: image119.jpg]


  inversible et une matrice  
[image: image120.jpg]


  diagonale (toutes deux carrées d'ordre deux) telles que  
[image: image121.jpg]4 = ppp!



 . Expliciter  
[image: image122.jpg]


 ,  
[image: image123.jpg]


  et  
[image: image124.jpg]


 .

4) Expliciter  
[image: image125.jpg]


  pour tout entier naturel  
[image: image126.jpg]


 . Démontrer la relation  
[image: image127.jpg]An = pprpl



 . En déduire l'expression de  
[image: image128.jpg]


  sous forme de tableau matriciel.

Partie C

On reprend les notations de la partie B.

1) En utilisant l'inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que, pour tout réel  
[image: image129.jpg]


 , on a 


[image: image130.jpg]



2) Pour tout réel  
[image: image131.jpg]


 , pour tout entier naturel  
[image: image132.jpg]


 , on note  
[image: image133.jpg]En(t)



  la matrice définie par  
[image: image134.jpg]P
E(t)—;

ﬂ-



 . On écrira cette matrice sous la forme  
[image: image135.jpg]_{ an@® &a()
B0 a0



 .Expliciter (sous forme de sommes) ses coefficients  
[image: image136.jpg]an(t)



 ,  
[image: image137.jpg]Bu(t)



 ,  
[image: image138.jpg]calt)



 ,  
[image: image139.jpg]dn(t)



 .

3) Pour tout  
[image: image140.jpg]teR



 , on note  
[image: image141.jpg]E(t)



  la matrice  
[image: image142.jpg]a(®) b
oo (@) dle)



 , avec  
[image: image143.jpg]a(t) = fim ant)



 , 
[image: image144.jpg]B(t) = lim ba(t)



 , etc. Expliciter la matrice  
[image: image145.jpg]E(t)



 .

4) Montrer qu'il existe deux matrices  
[image: image146.jpg]


  et  
[image: image147.jpg]


  (carrées d'ordre deux) telles que 


[image: image148.jpg]VieR E(f)=e%0+eR




et expliciter  
[image: image149.jpg]


  et  
[image: image150.jpg]


 .

5) Calculer les matrices  
[image: image151.jpg]o?



 ,  
[image: image152.jpg]R2



 ,  
[image: image153.jpg]


 ,  
[image: image154.jpg]RO



 . Que peut-on dire des endomorphismes  
[image: image155.jpg]


  et  
[image: image156.jpg]


  de  
[image: image157.jpg]R2



  canoniquement associés aux matrices  
[image: image158.jpg]


  et  
[image: image159.jpg]


  (on pourra préciser la réponse en utilisant les droites  
[image: image160.jpg]


  et  
[image: image161.jpg]


  de la question B.1.) ?

6) En déduire que 


[image: image162.jpg]V(s e B2 BEE) = Es+o)




Que dire de  
[image: image163.jpg](B



  pour  
[image: image164.jpg]nelN



  ?, de  
[image: image165.jpg](B



  ? 

L'application  
[image: image166.jpg]Ete B



 , de  
[image: image167.jpg]


  vers  
[image: image168.jpg]M, (R



 , est-elle injective ?
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