CONCOURS 2001
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve spécifique de Mathématiques (filière MPSI)

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PROBLEME 1

Dans tout ce problème,  
[image: image1.jpg]


  désigne un réel. On se propose d'étudier les suites réelles  
[image: image2.jpg](%) ey



  vérifiant une relation de récurrence du type : 


[image: image3.jpg]pourtouts de N, s = aun + P(x)




où  
[image: image4.jpg]


  est un polynôme. Le  
[image: image5.jpg]


 -espace vectoriel des suites réelles est noté  
[image: image6.jpg]RN



 . Un élément de  
[image: image7.jpg]RN



  est noté indifféremment  
[image: image8.jpg](%) ey



  ou  
[image: image9.jpg]


 . 

La partie I étudie le cas où  
[image: image10.jpg]


  est constant. La partie II étudie le cas où  
[image: image11.jpg]


 .La partie III étudie le cas où  
[image: image12.jpg]


 .

Partie I

Dans cette partie, on pose  
[image: image13.jpg]ED - meRN, BeR VaelN, uy




 .

1) Soit  
[image: image14.jpg]ey



 . Il existe donc  
[image: image15.jpg]


  réel tel que pour tout  
[image: image16.jpg]


  de  
[image: image17.jpg]


  : 
[image: image18.jpg]8o Bl



 . Montrer l'unicité de  
[image: image19.jpg]


 . On notera  
[image: image20.jpg]by



  pour  
[image: image21.jpg]ey



 .

a) Déterminer  
[image: image22.jpg]


 .

Déterminer  
[image: image23.jpg]


 . 

b) Dans le reste de cette partie,  
[image: image24.jpg]


  est supposé différent de  
[image: image25.jpg]


 .
2) Montrer que  
[image: image26.jpg]


  est un  
[image: image27.jpg]


 -espace vectoriel.

3) Soit  
[image: image28.jpg]


  la suite constante égale à  
[image: image29.jpg]


  (pour tout  
[image: image30.jpg]


  de  
[image: image31.jpg]


 ,  
[image: image32.jpg]Xn



 ) et soit  
[image: image33.jpg]


  la suite définie, pour tout  
[image: image34.jpg]


  de  
[image: image35.jpg]


 , par :  
[image: image36.jpg]Vo = a



 .Montrer que  
[image: image37.jpg](x.»)



  est une famille libre de  
[image: image38.jpg]


 . On précisera les valeurs de  
[image: image39.jpg]by



  et  
[image: image40.jpg]


 .

4) Soit  
[image: image41.jpg]ey



 .

a) Montrer qu'il existe  
[image: image42.jpg](4,u) € B2



  unique tel que


[image: image43.jpg]Axo + o
Axy+

ug

uy




b) Montrer que, pour  
[image: image44.jpg]


  et  
[image: image45.jpg]


  définis à la question précédente, pour tout  
[image: image46.jpg]


  de  
[image: image47.jpg]


 , 


[image: image48.jpg]tn = At




c) Que peut-on en conclure ?

5) Déterminer  
[image: image49.jpg]


 . On donnera en particulier la dimension de  
[image: image50.jpg]


 .

Partie II

Dans cette partie, on suppose que  
[image: image51.jpg]


 .On fixe un entier naturel  
[image: image52.jpg]


 . On note  
[image: image53.jpg]


  le  
[image: image54.jpg]


 -espace vectoriel des polynômes à coefficients réels de degré inférieur ou égal à  
[image: image55.jpg]


 .On pourra confondre polynôme et fonction polynomiale. On pose  
[image: image56.jpg]EY = [u e RN, 3P e RX], Vr e N up = aun+ Pn)}



 .

1) Soit  
[image: image57.jpg]e B



 . Il existe donc  
[image: image58.jpg]P e R,[X]



  tel que : 


[image: image59.jpg]Y& N, ttn = aty + P(n)




Montrer l'unicité de  
[image: image60.jpg]


  (on pourra étudier l'application  
[image: image61.jpg]


  de  
[image: image62.jpg]


  dans  
[image: image63.jpg]RP+



  définie par :  
[image: image64.jpg]@(P) = (P(0),P(1),....P(p))



 ).On notera  
[image: image65.jpg]


  pour  
[image: image66.jpg]e B



 .

2) Montrer que  
[image: image67.jpg]


  est un  
[image: image68.jpg]


 -espace vectoriel.

3) Montrer que l'application  
[image: image69.jpg]


  définie sur  
[image: image70.jpg]


  par  
[image: image71.jpg](1) = Py



  est une application linéaire de  
[image: image72.jpg]


  dans  
[image: image73.jpg]


 .

4) Déterminer  
[image: image74.jpg]kerd



  (noyau de  
[image: image75.jpg]


 ).

5) Pour  
[image: image76.jpg]kel



 , on pose  
[image: image77.jpg]Op = (X+ 1)F - aX



 .

a) Quel est le degré de  
[image: image78.jpg]O



  ?

b) Montrer que la famille  
[image: image79.jpg](Qo0.01.....Cp)



  est une base de  
[image: image80.jpg]


 .

c) Montrer que pour tout  
[image: image81.jpg]


  dans  
[image: image82.jpg]{0,1,

Fa



 ,  
[image: image83.jpg]O



  est dans l'image de  
[image: image84.jpg]


 , notée  
[image: image85.jpg]Imé



 .

d) Que peut-on en conclure ?

6) Déduire des questions précédentes la dimension de  
[image: image86.jpg]


 .

7) Pour  
[image: image87.jpg]ke {01, . p}



 , on pose  
[image: image88.jpg]2 ®



  la suite définie, pour tout  
[image: image89.jpg]


  de  
[image: image90.jpg]


 , par : 
[image: image91.jpg]&




 .On rappelle que  
[image: image92.jpg]


  est la suite définie, pour tout  
[image: image93.jpg]


  de  
[image: image94.jpg]


 , par : 
[image: image95.jpg]Vo = a



 .Montrer que  
[image: image96.jpg]O, x® )



  est une base de  
[image: image97.jpg]


 .

8) Application : déterminer la suite  
[image: image98.jpg](%) ey



  vérifiant :


[image: image99.jpg]2

VreN, w1 = 2un-20+7
=




Partie III

Dans cette partie, on suppose que  
[image: image100.jpg]


 .

1) En adaptant les résultats obtenus à la partie précédente, déterminer : 


[image: image101.jpg]EY - ueRN, IPeR,N], Vne N, = upt PO}




2) Application : déterminer la suite  
[image: image102.jpg](%) ey



  vérifiant : 


[image: image103.jpg]V€N, = un—6nt 1
w = -2




PROBLEME 2

Dans ce problème  
[image: image104.jpg]


  désigne une fonction continue strictement positive sur  
[image: image105.jpg]


 , sauf éventuellement en un nombre fini de points.On suppose par ailleurs que  
[image: image106.jpg]


  possède une limite  
[image: image107.jpg]


  (finie ou infinie) en  
[image: image108.jpg]o0



 . 

Le but de ce problème est d'étudier la fonction  
[image: image109.jpg]


  où  
[image: image110.jpg]flx)



  est défini, pour  
[image: image111.jpg]


  réel, comme étant l'unique solution de l'équation  
[image: image112.jpg](E)



  d'inconnue  
[image: image113.jpg]


  : 


[image: image114.jpg]() Jowar=1




La partie I est consacrée à un exemple où l'on détermine explicitement  
[image: image115.jpg]


 .La partie II permet d'aboutir à l'existence de  
[image: image116.jpg]


  si  
[image: image117.jpg]10



 .La partie III étudie des propriétés de la fonction  
[image: image118.jpg]


 .La partie IV illustre les parties II et III sans calcul explicite de  
[image: image119.jpg]


 .

Partie I

Dans cette partie, la fonction  
[image: image120.jpg]


  est la fonction exponentielle  
[image: image121.jpg]


 .

1) Prouver que pour tout  
[image: image122.jpg]


  réel l'équation  
[image: image123.jpg](E)



  possède une unique solution notée  
[image: image124.jpg]flx)



 .On montrera que  
[image: image125.jpg]fx) = In(1+e%)



 .

2) Etudier les variations de  
[image: image126.jpg]


  sur  
[image: image127.jpg]


 . Déterminer les limites de  
[image: image128.jpg]


  aux bornes de l'intervalle d'étude.

3) Montrer que la droite  
[image: image129.jpg]


  d'équation  
[image: image130.jpg]


  est asymptote à la courbe  
[image: image131.jpg]


  représentant  
[image: image132.jpg]


 . Préciser la position de celle-ci par rapport à l'asymptote.

4) Déterminer un développement limité à l'ordre  
[image: image133.jpg]


  pour la fonction  
[image: image134.jpg]


  au voisinage de  
[image: image135.jpg]


 .En déduire l'équation de la tangente en  
[image: image136.jpg]


  à  
[image: image137.jpg]


  et la position locale de la courbe  
[image: image138.jpg]


  par rapport à celle-ci.

5) Tracer l'allure de la courbe  
[image: image139.jpg]


  dans un repère orthonormé, en utilisant les résultats des questions précédentes.

Partie II

Pour  
[image: image140.jpg]


  réel, on pose  
[image: image141.jpg]D.w) = [ gt



 .On rappelle que  
[image: image142.jpg]


  est dérivable sur  
[image: image143.jpg]


  et que pour  
[image: image144.jpg]


  réel,  
[image: image145.jpg]D () = ox)



 .

1) Dans cetet question seulement,  
[image: image146.jpg]


  est définie, pour tout  
[image: image147.jpg]


  réel, par : 
[image: image148.jpg]YO T E




 .

a) Montrer que pour  
[image: image149.jpg]


  et  
[image: image150.jpg]


  réels,  
[image: image151.jpg]Jowa <1



 .

b) En déduire que pour tout  
[image: image152.jpg]


  réel, l'équation  
[image: image153.jpg](E)



  n'a pas de solution.

Que vaut  
[image: image154.jpg]


  ? 

c) Dans tout le reste de ce problème, on suppose que  
[image: image155.jpg]10



 .
2) Exprimer l'équation  
[image: image156.jpg](E)



  à l'aide de la fonction  
[image: image157.jpg]


 .

a) Montrer que  
[image: image158.jpg]


  est continue strictement croissante sur  
[image: image159.jpg]


 . Que peut-on en conclure ?

b) Montrer qu'il existe  
[image: image160.jpg]


  réel et  
[image: image161.jpg]40



  tels que pour tout  
[image: image162.jpg]t=tg



 ,  
[image: image163.jpg]oty = A



 .On pourra distinguer les cas  
[image: image164.jpg]


  et  
[image: image165.jpg]


  réel.

c) En déduire que pour tout  
[image: image166.jpg]


  réel, il existe  
[image: image167.jpg]Wz x



  tel que  
[image: image168.jpg]Oy(u) > 1



 .

En remarquant que  
[image: image169.jpg]


 , montrer que l'équation  
[image: image170.jpg](E)



  possède une solution unique. 

d) Jusqu'à la fin de ce problème,  
[image: image171.jpg]flx)



  désigne pour  
[image: image172.jpg]


  réel, l'unique solution de l'équation  
[image: image173.jpg](E)



 .
Partie III

1) Montrer, en justifiant l'écriture, que pour tout  
[image: image174.jpg]


  réel, 
[image: image175.jpg]Ax) = OFH @ (x) + 1)



 (on pourra admettre les résultats de la question II.3).

2) En déduire que  
[image: image176.jpg]


  est continue strictement croissante sur  
[image: image177.jpg]


 .

a) On suppose dans cette question a), que  
[image: image178.jpg]


  ne s'annule pas. Montrer que  
[image: image179.jpg]


  est de classe  
[image: image180.jpg]cl



  sur  
[image: image181.jpg]


  et pour  
[image: image182.jpg]


  réel, montrer que :


[image: image183.jpg]_ o
7= Sy




b) On suppose dans cette question  
[image: image184.jpg]


 , qu'il existe  
[image: image185.jpg]xg



  réel tel que  
[image: image186.jpg]@(xg) 2 0



  et tel que  
[image: image187.jpg]


  reste strictement positive sur un voisinage de  
[image: image188.jpg]flxq)



  sauf en  
[image: image189.jpg]flxq)



  où  
[image: image190.jpg]


  s'annule.Montrer que  
[image: image191.jpg]


  n'est pas dérivable en  
[image: image192.jpg]xg



  mais que la courbe représentant  
[image: image193.jpg]


  possède au point d'abscisse  
[image: image194.jpg]xg



  une tangente verticale.

3) On se propose d'étudier la branche infinie de  
[image: image195.jpg]


  au voisinage de  
[image: image196.jpg]o0



  dans le cas où  
[image: image197.jpg]


 .Soit  
[image: image198.jpg]e e Ry



 .

a) Montrer qu'il existe  
[image: image199.jpg]aeclk



  tel que pour  
[image: image200.jpg]t2a



 ,  
[image: image201.jpg]o)z L1



 .

b) En déduire que si  
[image: image202.jpg]xza



 ,  
[image: image203.jpg][ix) - xl< &



 . Que peut-on en conclure ?

4) Etudier de même la branche infinie de  
[image: image204.jpg]


  au voisinage de  
[image: image205.jpg]o0



  dans le cas où  
[image: image206.jpg]e Ry



 .

5) Dans cette question, on suppose  
[image: image207.jpg]


  paire. On note  
[image: image208.jpg]


  le graphe de  
[image: image209.jpg]


 .

a) Soit  
[image: image210.jpg](x,y) € R2



 . Montrer que  
[image: image211.jpg](xy) el



  si et seulement si  
[image: image212.jpg](-y-x)eT



 .

b) En déduire que la courbe représentant  
[image: image213.jpg]


  possède un axe de symétrie à déterminer.

Partie IV

Dans cette partie,  
[image: image214.jpg]


  est la fonction définie, pour tout  
[image: image215.jpg]


  réel, par 
[image: image216.jpg]4 _2x24 1




 .

1) Justifier que  
[image: image217.jpg]


  vérifie les hypothèses du problème.

2) Sans calculer  
[image: image218.jpg]flx)



  et en utilisant les résultats des parties précédentes, esquisser le graphe de la fonction  
[image: image219.jpg]


 , en précisant les éléments remarquables (asymptotes, axe de symétrie, points à tangentes horizontales ou verticales).
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