CONCOURS 2002
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve spécifique de Mathématiques (filière MPSI)

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 

PROBLEME I : Exemples de matrices semblables a leur inverse

Dans tout le problème,  
[image: image1.jpg]


  est un  
[image: image2.jpg]


 -espace vectoriel de .

Pour  
[image: image3.jpg]


  endomorphisme de  
[image: image4.jpg]


  et  
[image: image5.jpg]


  entier naturel non nul, on note  
[image: image6.jpg]Wt = gouo . ou



  ( 
[image: image7.jpg]


  fois). 

On note  
[image: image8.jpg]M (R)



  le  
[image: image9.jpg]


 -espace vectoriel des matrices carrées d'ordre  
[image: image10.jpg]


 ,  
[image: image11.jpg]GL3(R)



  le groupe des matrices inversibles de  
[image: image12.jpg]M (R)



 , et  
[image: image13.jpg]


  la matrice unité de  
[image: image14.jpg]M (R)



 . 

On notera par  
[image: image15.jpg]


  l'endomorphisme nul, la matrice nulle et le vecteur nul. 

Pour deux matrices  
[image: image16.jpg]


  et  
[image: image17.jpg]


  de  
[image: image18.jpg]M (R)



 , on dira que la matrice  
[image: image19.jpg]


  est semblable à la matrice  
[image: image20.jpg]


  s'il existe une matrice  
[image: image21.jpg]


  de  
[image: image22.jpg]GL3(R)



  telle que :  
[image: image23.jpg]A4=plpp



 . On rappelle que si  
[image: image24.jpg]


  et  
[image: image25.jpg]


  sont deux bases de  
[image: image26.jpg]


 , si  
[image: image27.jpg]


  est la matrice de passage de la base  
[image: image28.jpg]


  à la base  
[image: image29.jpg]


 , si  
[image: image30.jpg]


  est un endomorphisme de  
[image: image31.jpg]


  de matrice  
[image: image32.jpg]


  dans la base  
[image: image33.jpg]


  et de matrice  
[image: image34.jpg]


  dans la base  
[image: image35.jpg]


  alors  
[image: image36.jpg]A4=plpp



  (c'est-à-dire, la matrice  
[image: image37.jpg]


  est semblable à la matrice  
[image: image38.jpg]


 ).

Partie A

On notera  
[image: image39.jpg]


  pour dire que la matrice  
[image: image40.jpg]


  est semblable à la matrice  
[image: image41.jpg]


 .

Démontrer que la relation  
[image: image42.jpg]


  est une relation d'équivalence sur  
[image: image43.jpg]M (R)



 . 

1) On pourra désormais dire que les matrices  
[image: image44.jpg]


  et  
[image: image45.jpg]


  sont semblables.

2) Démontrer que deux matrices de  
[image: image46.jpg]M (R)



  de déterminants différents ne sont pas semblables.

3) Soit  
[image: image47.jpg]


  un endomorphisme de  
[image: image48.jpg]


  et soit  
[image: image49.jpg]


  et  
[image: image50.jpg]


  deux entiers naturels. On considère l'application  
[image: image51.jpg]


  de  
[image: image52.jpg]keru™



  vers  
[image: image53.jpg]


  définie par :  
[image: image54.jpg]w(x) = w(x)



 .

a) Montrer que  
[image: image55.jpg]mw < kersd



 .

b) En déduire que  
[image: image56.jpg]dim(keru™) < dim(kers®) + dim(kers)



 .

4) Soit  
[image: image57.jpg]


  un endomorphisme de  
[image: image58.jpg]


  vérifiant :  
[image: image59.jpg]


  et  
[image: image60.jpg]rau



 .

a) Montrer que  
[image: image61.jpg]dim(keru?) = 2



 . (On pourra utiliser deux fois la question 3b.).

b) Montrer que l'on peut trouver un vecteur  
[image: image62.jpg]


  non nul de  
[image: image63.jpg]


  tel que  
[image: image64.jpg]12,
@)% 0



 , et en déduire que la famille  
[image: image65.jpg](u%(a
), ula),a)



  est une base de  
[image: image66.jpg]


 .

c) Ecrire alors la matrice  
[image: image67.jpg]


  de  
[image: image68.jpg]


  et la matrice  
[image: image69.jpg]


  de  
[image: image70.jpg]


  dans cette base.

5) Soit  
[image: image71.jpg]


  un endomorphisme de  
[image: image72.jpg]


  vérifiant :  
[image: image73.jpg]


  et  
[image: image74.jpg]rau



 .

a) Montrer que l'on peut trouver un vecteur  
[image: image75.jpg]


  non nul de  
[image: image76.jpg]


  tel que  
[image: image77.jpg]w(d) = 0



 .

b) Justifier l'existence d'un vecteur  
[image: image78.jpg]


  de  
[image: image79.jpg]keru



  tel que la famille  
[image: image80.jpg](u(d),c)



  soit libre, puis montrer que la famille  
[image: image81.jpg](b,u(d),c)



  est une base de  
[image: image82.jpg]


 .

c) Ecrire alors la matrice  
[image: image83.jpg]


  de  
[image: image84.jpg]


  et la matrice  
[image: image85.jpg]


  de  
[image: image86.jpg]


  dans cette base.

Partie B

Soit désormais une matrice  
[image: image87.jpg]


  de  
[image: image88.jpg]M (R)



  semblable à une matrice du type  
[image: image89.jpg]T=

lap
01y
001



  de  
[image: image90.jpg]M (R)



 . 

On se propose de montrer que la matrice  
[image: image91.jpg]


  est semblable à son inverse  
[image: image92.jpg]


 .

On pose alors  
[image: image93.jpg]M=

0ap
00y
000



 , et soit une matrice  
[image: image94.jpg]


  de  
[image: image95.jpg]GL3(R)



  telle que  
[image: image96.jpg]Pl4p

I+ N



 .

1) Expliquer pourquoi la matrice  
[image: image97.jpg]


  est bien inversible.

2) Calculer  
[image: image98.jpg]


  et montrer que  
[image: image99.jpg]


 .

3) On suppose dans cette question que  
[image: image100.jpg]


 , montrer alors que les matrices  
[image: image101.jpg]


  et  
[image: image102.jpg]


  sont semblables.

4) On suppose dans cette question que  
[image: image103.jpg]rg(M) = 2



 . On pose  
[image: image104.jpg]


 .

a) Montrer que la matrice  
[image: image105.jpg]


  est semblable à la matrice  
[image: image106.jpg]010
001
000



  et en déduire, en utilisant la question A.4., une matrice semblable à la matrice  
[image: image107.jpg]


 .

b) Calculer  
[image: image108.jpg]


  et déterminer  
[image: image109.jpg]rg(M)



 .

c) Montrer que les matrices  
[image: image110.jpg]


  et  
[image: image111.jpg]


  sont semblables.

d) Montrer alors que les matrices  
[image: image112.jpg]


  et  
[image: image113.jpg]


  sont semblables.

5) On suppose dans cette question que  
[image: image114.jpg]rg(M) = 1



 . On pose  
[image: image115.jpg]


 .Montrer que les matrices  
[image: image116.jpg]


  et  
[image: image117.jpg]


  sont semblables.

6) Exemple : soit la matrice  
[image: image118.jpg]100
4=| 00 -1
01 2



 .On note  
[image: image119.jpg](a,b,¢)



  une base de  
[image: image120.jpg]


  et  
[image: image121.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image122.jpg]


  de matrice  
[image: image123.jpg]


  dans cette base.

a) Montrer que  
[image: image124.jpg]ker(u — idg)



  est un sous-espace vectoriel de  
[image: image125.jpg]


  de dimension  
[image: image126.jpg]


  dont on donnera une base  
[image: image127.jpg](21.22)



 .

b) Justifier que la famille  
[image: image128.jpg](21.22.2)



  est une base de  
[image: image129.jpg]


 , et écrire la matrice de  
[image: image130.jpg]


  dans cette base.

c) Montrer que les matrices  
[image: image131.jpg]


  et  
[image: image132.jpg]


  sont semblables.

7) Réciproquement, toute matrice de  
[image: image133.jpg]M (R)



  semblable à son inverse est-elle nécessairement semblable à une matrice du type  
[image: image134.jpg]T=

lap
01y
001



  ?

PROBLEME II : Calculer et irrationalité de  
[image: image135.jpg](@)= Jm (1+ 1+




 

Dans ce problème, pour une fonction  
[image: image136.jpg]


  et un entier naturel  
[image: image137.jpg]


 ,  
[image: image138.jpg]el



  désigne la dérivée  
[image: image139.jpg]


 -ème de la fonction~ 
[image: image140.jpg]


  avec :  
[image: image141.jpg]


 . Remarque : sauf s'il est précisé entier naturel, un entier peut être positif ou négatif.

Partie A : Convergence de la suite  
[image: image142.jpg])



 

Dans cette partie,  
[image: image143.jpg]


  et  
[image: image144.jpg]


  sont deux entiers naturels non nuls et on pose  
[image: image145.jpg]Sn(p) = Z
=



 .

1) Montrer que pour tout entier  
[image: image146.jpg]k=1



 ,  
[image: image147.jpg]1
[z

Rkl

<]

1
P

1
P2



 .

2) Montrer que pour  
[image: image148.jpg]nz2



 ,  
[image: image149.jpg]S.@)-1% [ Ldr< )
.



 .

3) Démontrer, par un calcul d'intégrales, que la fonction  
[image: image150.jpg]


  est intégrable sur  
[image: image151.jpg][1,+o0o



  si et seulement si  
[image: image152.jpg]p =2



 .

4) Montrer que la suite  
[image: image153.jpg](Sn(®))us1



  converge si et seulement si  
[image: image154.jpg]p =2



 .

 On note alors  
[image: image155.jpg](@) = lim Su(p)



 .

Partie B : Calcul de  
[image: image156.jpg]£(2)



 

Dans cette partie on pose, pour  
[image: image157.jpg]


  réel :  
[image: image158.jpg]M) =

¥



 , et on définit la fonction  
[image: image159.jpg]


  sur  
[image: image160.jpg]


  par : 


[image: image161.jpg]O pours €0,2]
2sinL

2

@(0) = ~Tetg() =




1) Montrer que la fonction  
[image: image162.jpg]


  est de classe  
[image: image163.jpg]cl



  sur l'intervalle  
[image: image164.jpg]


 .

2) Calculer, pour tout  
[image: image165.jpg]


  entier naturel non nul,  
[image: image166.jpg]jh(t)cos(kt)d.t
o



 .

3) Calculer, pour  
[image: image167.jpg]¢ €]0,x]



 ,  
[image: image168.jpg]S costi)



 , puis déterminer une constante  
[image: image169.jpg]


  telle que, 


[image: image170.jpg]Ve el0x) Y cos(kt) =
=




4) Montrer à l'aide d'une intégration par parties que, pour toute fonction  
[image: image171.jpg]


  de classe  
[image: image172.jpg]cl



  sur l'intervalle  
[image: image173.jpg]


 , 


[image: image174.jpg]hmmjv(z)sm((w %)t)dt -0
°




5) Montrer que  
[image: image175.jpg]


 .

Partie C :  
[image: image176.jpg]£(2)



  est irrationnel

Dans cette partie, pour  
[image: image177.jpg]


  entier naturel non nul et  
[image: image178.jpg]


  réel, on pose  
[image: image179.jpg](1-x)"

fulx) =



 .

1) Dans cette question,  
[image: image180.jpg]


  est un entier naturel non nul.

a) Montrer qu'il existe  
[image: image181.jpg]nt 1



  entiers  
[image: image182.jpg]22n
1.
2l
on,



  tels que  
[image: image183.jpg]2n
ZOEE DR

=y



 .

Montrer que pour tout entier naturel  
[image: image184.jpg]


 ,  
[image: image185.jpg]B
0)



  et  
[image: image186.jpg]ale
1)



  sont des entiers.

b) (On pourra remarquer que  
[image: image187.jpg]fu(x) = fu(1-x)



  ). 


[image: image188.jpg]Onveut mortrer que 2 st un irrationnel, et on va raisonner par absurde

o Suppose que x* = £ olla et & SOt deL eftiers naturels non nuis





2) On pose, pour  
[image: image189.jpg]


  entier naturel non nul et  
[image: image190.jpg]


  réel : 

3) 
[image: image191.jpg]= B falx) = 2D )+ A ) = ok A





a) Montrer que  
[image: image192.jpg]Fo(0)



  et  
[image: image193.jpg]Fa(1)



  sont des entiers.

b) On pose, pour  
[image: image194.jpg]


  entier naturel non nul et  
[image: image195.jpg]


  réel : 

c) 
[image: image196.jpg]n(x) = Fo(@)sin(x) ~ n Fu(x)cos(nx), € An = 7 | &"o(x) sinex) dx.
0




d) Montrer que, pour  
[image: image197.jpg]


  entier naturel non nul et  
[image: image198.jpg]


  réel :  
[image: image199.jpg]g4 (x) = m2afu(x) sin(x)




 , et montrer que  
[image: image200.jpg]


  est un entier.

4) On pose, toujours pour le même entier  
[image: image201.jpg]


 ,  
[image: image202.jpg]thn =
ul



 .

a) En considérant le quotient  
[image: image203.jpg]Ul
Ty



 , montrer que  
[image: image204.jpg]lim un



 .

b) Montrer qu'il existe un entier naturel  
[image: image205.jpg]gy



  tel que pour tout entier  
[image: image206.jpg]n = ng



 ,  
[image: image207.jpg]


 .

c) Montrer que pour tout réel  
[image: image208.jpg]x € [0,1]



 ,  
[image: image209.jpg]0 fulx) = L
a1



 .

d) Montrer alors que, pour tout entier  
[image: image210.jpg]n = ng



 ,  
[image: image211.jpg]A, €10,1[



 , et conclure que  
[image: image212.jpg]


  est irrationnel.

Comment peut-on déduire de ce qui vient d'être fait que  
[image: image213.jpg]


  est irrationnel ? 

Pour information Il a été prouvé depuis le 18-ième siècle, que  
[image: image214.jpg]()



  est irrationnel pour tout entier pair  
[image: image215.jpg]p =2



 , récemment (1979) il vient d'être découvert que  
[image: image216.jpg]£(3)



  est irrationnel et le mystère demeure encore quant à l'irrationnalité des  
[image: image217.jpg]()



  pour les entiers impairs  
[image: image218.jpg]p=3



  ...
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