CONCOURS 2003
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve spécifique de Mathématiques (filière MPSI))

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 


[image: image1.jpg]L’emploi d'une calculatrice est interdit.





PREMIER PROBLEME

 
[image: image2.jpg]


  désigne l'ensemble des entiers naturels et  
[image: image3.jpg]


  le corps des nombres réels.

Dans tout le problème,  
[image: image4.jpg]


  désigne un réel strictement supérieur à  
[image: image5.jpg]


 

On pose :  
[image: image6.jpg]@) = |

Trx




 

L'objectif du problème est le calcul de l'intégrale  
[image: image7.jpg]e,



 

On rappelle que pour  
[image: image8.jpg]


  et  
[image: image9.jpg]


  dans  
[image: image10.jpg]


 , on a les formules :

 
[image: image11.jpg]cos(a)cos(h) = %(:os(ﬁ +B) + cos(a - b))



 

 
[image: image12.jpg]sin(a) cos(h) = %(sm(ﬁ +b) + sin(a - &))



 

 
[image: image13.jpg]sin(a) - sin(B) = 2sm(“ b)cos(“*b



 

I. Quelques résultats préliminaires

Pour  
[image: image14.jpg]


  dans  
[image: image15.jpg]


  et pour  
[image: image16.jpg]


  dans  
[image: image17.jpg]


  on pose :  
[image: image18.jpg]A = 3 costin)

ey



 

Pour  
[image: image19.jpg]x €10,7]



  et pour  
[image: image20.jpg]


  dans  
[image: image21.jpg]


 , on pose :  
[image: image22.jpg]


 

Etablir la formule :  
[image: image23.jpg]Vi elal S - -1+ Leo



 

1) On pourra pour cela, s'intéresser à la quantité  
[image: image24.jpg]sin( 2

x

Yot



 

En déduire que  
[image: image25.jpg]Zn



  est prolongeable en une application continue sur  
[image: image26.jpg]


 

a) On note encore  
[image: image27.jpg]Zn



  l'application ainsi prolongée.

Pour  
[image: image28.jpg]


  dans  
[image: image29.jpg]


  on pose :  
[image: image30.jpg]tin = J gn(x)dx.



 

b) Montrer que la suite  
[image: image31.jpg](n)



  est constante et préciser sa valeur.

2) Soit  
[image: image32.jpg]


  définie par :  
[image: image33.jpg]EAA
Ve el g = 2EIT

ey



  et  
[image: image34.jpg]g(0) = 0.



 

a) Prouver que  
[image: image35.jpg]


  est continue en  
[image: image36.jpg]


 

b) Etablir l'existence et déterminer la valeur de  
[image: image37.jpg]lira g' (x)
)
0



 

c) Etablir que  
[image: image38.jpg]


  est de classe  
[image: image39.jpg]cl



  sur  
[image: image40.jpg]


  et préciser  
[image: image41.jpg]g'(0).



 

II. Etude d'une suite

Pour  
[image: image42.jpg]


  dans  
[image: image43.jpg]


  on pose :  
[image: image44.jpg]Xy = j/n(x) cos (£ )dx.
4



 

Pour  
[image: image45.jpg]


  dans  
[image: image46.jpg]


  on pose  
[image: image47.jpg]vn = [ 2@
!. x sm((znn)%)dx



 

1) Montrer qu'il existe  
[image: image48.jpg]


  dans  
[image: image49.jpg]


  tel que :  
[image: image50.jpg]Vi e WY,

[al <

%




 On pourra, pour ce faire, effectuer une intégration par parties.

Etablir que :  
[image: image51.jpg]Ve MY, X,




 

2) Montrer que la suite  
[image: image52.jpg](X))



  est convergente et déterminer sa limite.

3) Montrer que :  
[image: image53.jpg]1
” L, }
B EVH)’C[HM —ak
Vi e Xn:Esm(a)“:




 

III. Détermination de la valeur de  
[image: image54.jpg]Ha)



 

On adopte la notation  
[image: image55.jpg]


  et pour  
[image: image56.jpg]¢ €]0,1],



  on pose :  
[image: image57.jpg]Pl

1+z¢



  et  
[image: image58.jpg]we)




 

a) Justifier l'existence de  
[image: image59.jpg]e,



 

Montrer que les applications  
[image: image60.jpg]


  et  
[image: image61.jpg]


  sont intégrables sur  
[image: image62.jpg]


 

b) Dans toute la suite, on pose :  
[image: image63.jpg]5 = [ ot

o



  et  
[image: image64.jpg]K(p) = Ju

o



 

Montrer que :  
[image: image65.jpg]Va €0, 1], J 1+1x” dx = Ej o(e)de



  On pourra poser  
[image: image66.jpg]


 

c) En déduire la formule :  
[image: image67.jpg]!
J T = BB
>



 

Montrer que :  
[image: image68.jpg]


 

d) En déduire la formule :  
[image: image69.jpg]] Tz - KB
1




 

Pour  
[image: image70.jpg]


  dans  
[image: image71.jpg]


  et  
[image: image72.jpg]


  dans  
[image: image73.jpg]


  on pose :  
[image: image74.jpg]a0y = 31k
=



 

2) Pour  
[image: image75.jpg]


  dans  
[image: image76.jpg]


  et  
[image: image77.jpg]


  dans  
[image: image78.jpg]


  on pose :  
[image: image79.jpg]@nlt) = 0 ()P



  et  
[image: image80.jpg]Wal(t) = 0 ()P,




 

a) Montrer que :  
[image: image81.jpg]VaeN, ¥iel[01] c,,(t)fﬁ < el



 

b) Montrer que :  
[image: image82.jpg]¥u e NX, ¥ €l0,1], |oalt)] € 2008



  et  
[image: image83.jpg]v l(E)] = 2w(e).



 

c) Montrer que pour tout  
[image: image84.jpg]


  dans  
[image: image85.jpg]


   
[image: image86.jpg]


  et  
[image: image87.jpg]


  sont intégrables sur  
[image: image88.jpg]


 

3) Pour  
[image: image89.jpg]


  dans  
[image: image90.jpg]


  on pose :  
[image: image91.jpg]Tu(8) = | onttre

o



  er  
[image: image92.jpg]K8 = [y

o



 

a) Montrer que :  
[image: image93.jpg]Jlim J.(B) = J(B)



  et  
[image: image94.jpg]lim K.(8) = K(B)



 

b) Exprimer  
[image: image95.jpg]Tn(B) + Kn(B)



  à l'aide de  
[image: image96.jpg]


  et de  
[image: image97.jpg]


 

c) Montrer que :  
[image: image98.jpg]Zoin(.

n

T
s



 

SECOND PROBLEME

 
[image: image99.jpg]


  désigne le corps des nombres réels et  
[image: image100.jpg]


  le corps des nombres complexes.

 
[image: image101.jpg]M (T



  désigne l'ensemble des matrices carrées d'ordre  
[image: image102.jpg]


  à coefficients dans  
[image: image103.jpg]


 

On pose :  
[image: image104.jpg]


   
[image: image105.jpg]


   
[image: image106.jpg]


  et  
[image: image107.jpg]


 

I. Etude d'une symétrie

On notera bien que dans toute cette partie,  
[image: image108.jpg]M (T



  est muni de sa structure de  
[image: image109.jpg]


 -algèbre.

Pour  
[image: image110.jpg]


  dans  
[image: image111.jpg]Mo (T,



  on pose :  
[image: image112.jpg]o(4)

d -b

- a



  et  
[image: image113.jpg]()= a+d



 

a) Montrer que  
[image: image114.jpg]


  est une symétrie du  
[image: image115.jpg]


 -espace vectoriel  
[image: image116.jpg]M (T,



 

b) Etablir que  
[image: image117.jpg](LIKL)



  est une base du  
[image: image118.jpg]


 -espace vectoriel  
[image: image119.jpg]M (T



  puis donner la matrice de l'endomorphisme  
[image: image120.jpg]


  dans cette base.

2) On considère  
[image: image121.jpg]


  et  
[image: image122.jpg]


  dans  
[image: image123.jpg]M (T,



 

a) Montrer que :  
[image: image124.jpg]S(AB) = o(B)o(4).



 

b) Justifier l'égalité :  
[image: image125.jpg]Ao(4) = det(A)



 

Montrer que si  
[image: image126.jpg]


  est inversible alors  
[image: image127.jpg]o(4)



  l'est aussi.

c) Exprimer les matrices  
[image: image128.jpg]oAy



  et  
[image: image129.jpg]


  en fonction de  
[image: image130.jpg]


 

d) Vérifier que  
[image: image131.jpg]


  est une forme linéaire sur le  
[image: image132.jpg]


 -espace vectoriel  
[image: image133.jpg]M (T,



 

e) Soit  
[image: image134.jpg]


  dans  
[image: image135.jpg]M (T,



  Exprimer  
[image: image136.jpg]o(4)



  à l'aide des matrices  
[image: image137.jpg]


   
[image: image138.jpg]


  et du complexe  
[image: image139.jpg]7(4).



 

II. Une  
[image: image140.jpg]


 -algèbre célèbre : l'algèbre des quaternions.

On notera bien , que dans toute cette partie,  
[image: image141.jpg]M (T



  est muni de sa structure de  
[image: image142.jpg]


 -algèbre.

A tout couple  
[image: image143.jpg](z1.22)



  de nombres complexes, on associe la matrice  
[image: image144.jpg]1 77
Mz1,22) = o



 

On désigne par  
[image: image145.jpg]


  l'ensemble des matrices de  
[image: image146.jpg]M (T



  de la forme  
[image: image147.jpg]Mizy,23),



  le couple  
[image: image148.jpg](z1.22)



  décrivant  
[image: image149.jpg]T2



 

a) Montrer que toute matrice de  
[image: image150.jpg]


  s'écrit de manière unique sous la forme  
[image: image151.jpg]al+ BJ+yK+ 5L



  où  
[image: image152.jpg]a,B.y.8



  sont des réels.

En déduire que  
[image: image153.jpg]


  est un sous-espace vectoriel du  
[image: image154.jpg]


 -espace vectoriel  
[image: image155.jpg]M (T,



 

b) Préciser une base et la dimension du  
[image: image156.jpg]


 -espace vectoriel  
[image: image157.jpg]


 

c) Montrer que  
[image: image158.jpg]


  est stable pour le produit matriciel.

d) Montrer que  
[image: image159.jpg]


  est une  
[image: image160.jpg]


 -algèbre. La  
[image: image161.jpg]


 -algèbre  
[image: image162.jpg]


  est-elle commutative ?

e) Vérifier que :  
[image: image163.jpg]YAdeH o(d)eH



  et  
[image: image164.jpg]det(4) € R,.



 

f) Montrer qu'une matrice non nulle de  
[image: image165.jpg]


  est inversible et que son inverse est dans  
[image: image166.jpg]


 

g) Vérifier que  
[image: image167.jpg](HA{0},x)



  est un groupe.

2) Montrer que si deux entiers naturels peuvent tous deux s'écrire comme la somme de quatre carrés d'entiers naturel alors il en est de même de leur produit. On pourra exprimer  
[image: image168.jpg]det(M(z,,25))



  comme une somme de quatre carrés de réels.

III. Un produit scalaire et une projection orthogonale

Pour  
[image: image169.jpg]


  et  
[image: image170.jpg]


  dans  
[image: image171.jpg]


  on pose :  
[image: image172.jpg]A1 8= leto® + Bow))



 

1) On considère  
[image: image173.jpg]


  et  
[image: image174.jpg]


  dans  
[image: image175.jpg]


 

a) Prouver que  
[image: image176.jpg]A|BeR



 . On pourra utiliser la question I.3.b).

b) Montrer que  
[image: image177.jpg](A4 | A= det(d).



 

c) Etablir que  
[image: image178.jpg]1)



  est un produit scalaire sur le  
[image: image179.jpg]


 -espace vectoriel  
[image: image180.jpg]


 

2) Vérifier que  
[image: image181.jpg](LIKL)



  est une base orthonormale de  
[image: image182.jpg]


 

3) On pose  
[image: image183.jpg]F={deH | 2(d) =0}



 

a) Montrer que  
[image: image184.jpg]


  est un hyperplan du  
[image: image185.jpg]


 -espace vectoriel  
[image: image186.jpg]


  En donner une base.

b) Montrer que :  
[image: image187.jpg]


 

On désigne par  
[image: image188.jpg]


  la projection orthogonale sur  
[image: image189.jpg]


 

c) Montrer que :  
[image: image190.jpg]VA € H,
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