CONCOURS 2004
DES ÉCOLES DES MINES D'ALBI, ALÈS, DOUAI, NANTES
Epreuve de Mathématiques (toutes filières)

Instructions générales : 

Les candidats sont invités à porter une attention particulière à la rédaction : les copies illisibles ou mal présentées seront pénalisées. 


[image: image1.jpg]L’emploi d'une calculatrice est interdit.





ANALYSE :

PREMIERE PARTIE :

Soit  
[image: image2.jpg](E)



  l'équation différentielle :  
[image: image3.jpg](-0
W = @-xp



 On note  
[image: image4.jpg]


  l'intervalle  
[image: image5.jpg]


 

1) Calculer une primitive  
[image: image6.jpg]


  de la fonction  
[image: image7.jpg]


  définie sur  
[image: image8.jpg]


  par :  
[image: image9.jpg]a(x) =

(I*X)2



 

2) Intégrer  
[image: image10.jpg](E)



  sur  
[image: image11.jpg]


 Soit  
[image: image12.jpg]


  la fonction définie sur  
[image: image13.jpg]


  par  
[image: image14.jpg]


 

3) Calculer le développement limité de  
[image: image15.jpg]


  au voisinage de  
[image: image16.jpg]


  à l'ordre  
[image: image17.jpg]


 

DEUXIEME PARTIE :

1) Prouver par récurrence que, pour tout entier naturel  
[image: image18.jpg]


  il existe un polynôme  
[image: image19.jpg]


  tel que :

2) 
[image: image20.jpg]SO = Pn(l )g,— pour tout réel x appartenant &

-x




3) La démonstration permet d'exprimer  
[image: image21.jpg]Pt (X)



  en fonction de  
[image: image22.jpg]Pu(X),



   
[image: image23.jpg]PL(X)



  et  
[image: image24.jpg]


  Expliciter cette relation.

4) Préciser  
[image: image25.jpg]Py, PPy



  et  
[image: image26.jpg]


 

5) En dérivant  
[image: image27.jpg]


  fois les deux membres de l'équation  
[image: image28.jpg](),



  prouver que pour tout entier positif  
[image: image29.jpg]


  :


[image: image30.jpg]Pt () = [0+ 1+ K2 JPul) = w22 Py ()




TROISIEME PARTIE :

Le but de cette partie est d'établir quelques propriétés des nombres  
[image: image31.jpg]an = f™(0).



 

1) Pour tout entier positif  
[image: image32.jpg]


  exprimer  
[image: image33.jpg]Al



  en fonction de  
[image: image34.jpg]


  et  
[image: image35.jpg]


 

a) Préciser, sans nouveau calcul :  
[image: image36.jpg]a.31,42,83



  En déduire  
[image: image37.jpg]ag.



 

b) Préciser le développement limité de  
[image: image38.jpg]


  au voisinage de  
[image: image39.jpg]


  à l'ordre  
[image: image40.jpg]


 

2) On désigne par  
[image: image41.jpg](up)



  la suite définie pour tout entier naturel  
[image: image42.jpg]


  par :  
[image: image43.jpg]


 En appliquant une formule de Taylor à la fonction exponentielle, prouver que la suite  
[image: image44.jpg](up)



  converge vers  
[image: image45.jpg]


  
[image: image46.jpg]


  et  
[image: image47.jpg]


  désignant des entiers naturels quelconques, on pose :


[image: image48.jpg]S09- 30 0

S a2




a) Exprimer  
[image: image49.jpg]Sp(0)



  et  
[image: image50.jpg]Sp(1)



  à l'aide de  
[image: image51.jpg]


  et  
[image: image52.jpg]


  pour  
[image: image53.jpg]p=1



 

b) Prouver que les suites  
[image: image54.jpg]= S5p(0)



  et  
[image: image55.jpg]= Sp(1)



  convergent et préciser leur limite en fonction de  
[image: image56.jpg]


 

3) Prouver que quels que soient les entiers  
[image: image57.jpg]


  et  
[image: image58.jpg]


  supérieurs ou égaux à  
[image: image59.jpg]


  :


[image: image60.jpg]Syt 1)= (28 + 2)Sp(m) + #28p(n = 1) = Spo1 (#) = Sp(2)




4) En déduire que pour tout entier naturel  
[image: image61.jpg]


  la suite  
[image: image62.jpg]


  converge.

5) Prouver que :  
[image: image63.jpg]o i) _
s T



 

ALGEBRE ET GEOMETRIE

PREMIERE PARTIE :

Soient  
[image: image64.jpg]


  et  
[image: image65.jpg]


  les matrices définies par :  
[image: image66.jpg]


  et  
[image: image67.jpg]J=

010
001
100



  
[image: image68.jpg]


  désigne l'espace vectoriel usuel orienté muni d'une base orthonormée directe  
[image: image69.jpg]


 Soit :  
[image: image70.jpg]


  l'endomorphisme de  
[image: image71.jpg]


  défini par sa matrice  
[image: image72.jpg]


  relativement à la base  
[image: image73.jpg]


  et  
[image: image74.jpg]


 

1) Calculer  
[image: image75.jpg]€D



  et prouver que le plan  
[image: image76.jpg]


  d'équation  
[image: image77.jpg]X+y+




  est stable par  
[image: image78.jpg]


  (c'est-à-dire que l'image par  
[image: image79.jpg]


  de tout vecteur de  
[image: image80.jpg]


  appartient à  
[image: image81.jpg]


 

2) On pose  
[image: image82.jpg]


  et  
[image: image83.jpg]t

s

T2



 

a) Vérifier que  
[image: image84.jpg](7.%)



  est une base du plan  
[image: image85.jpg]


 

b)  
[image: image86.jpg]


  est-elle une base orthonormée directe de  
[image: image87.jpg]


  ?

c) Trouver un réel  
[image: image88.jpg]


  tel que :  
[image: image89.jpg]F(F) = cos(8)¥ + sin(8 )



  et  
[image: image90.jpg](7))

sin(8)¥ + cos(8)W.



 

d) Que pensez-vous de la nature géométrique de la restriction de  
[image: image91.jpg]


  à  
[image: image92.jpg]


  ?

DEUXIEME PARTIE :

Pour tout vecteur  
[image: image93.jpg]AT +yT + 2k,



  on note  
[image: image94.jpg]


  la matrice de  
[image: image95.jpg]


  relativement à la base  
[image: image96.jpg]


 On définit ainsi les matrices colonnes à coefficients complexes  
[image: image97.jpg]X = B3[7]



   
[image: image98.jpg]X = [¥]+i[%]



  et  
[image: image99.jpg]X3 = [¥]-1[%]



  et on désigne par  
[image: image100.jpg]


  la matrice carrée d'ordre  
[image: image101.jpg]


  :  
[image: image102.jpg][% % %]



 

a) Exprimer les coefficients non réels de  
[image: image103.jpg]


  en fonction de  
[image: image104.jpg]


  et  
[image: image105.jpg]


  (On rappelle que  
[image: image106.jpg]


  désigne le nombre complexe  
[image: image107.jpg]


 ).

b) Soit  
[image: image108.jpg]


  la matrice dont les coefficients sont les conjugué de ceux de  
[image: image109.jpg]


  Exprimer le produit  
[image: image110.jpg]PP



  en fonction de la matrice  
[image: image111.jpg]


 

c) Pour  
[image: image112.jpg]ie (1,23},



  calculer  
[image: image113.jpg]JX;



  en fonction de  
[image: image114.jpg]


 

d) En déduire une matrice diagonale  
[image: image115.jpg]


  telle que :  
[image: image116.jpg]JP.



 

e) Prouver que l'ensemble  
[image: image117.jpg]Oy = {M e My(T) | MI=IM}



  des matrices  
[image: image118.jpg]


  qui commutent avec  
[image: image119.jpg]


  est le sous-espace vectoriel de  
[image: image120.jpg]M3(C)



  engendré par  
[image: image121.jpg]7J



  et  
[image: image122.jpg]


 

f) Donner une base et la dimension de  
[image: image123.jpg]().



 

2)  
[image: image124.jpg]ab



  et  
[image: image125.jpg]


  désignant des nombres complexes quelconques, on note :  
[image: image126.jpg]Mia,b,c) = al+ bJ +cJ?




 

a) Calculer la matrice  
[image: image127.jpg]Da,b,c) = P M{a,b,c)P,




  en utilisant le résultat de la question 4.b).

b) Calculer de façon indépendante les déterminants de  
[image: image128.jpg]Mia,b,c)



  et  
[image: image129.jpg]D(a,b,c).



 

c) En déduire que l'expression :  
[image: image130.jpg]a? + B3+ ¢3 = 3abe,



  est le produit de trois expressions de la forme  
[image: image131.jpg]aa + b+ yc



  où  
[image: image132.jpg]


  et  
[image: image133.jpg]


  représentent des nombres complexes à préciser.

d) On suppose que  
[image: image134.jpg]abc



  sont distincts et on considère ces nombres comme les affixes respectives des sommets  
[image: image135.jpg]


  d'un triangle  
[image: image136.jpg]


  dans un plan complexe d'origine  
[image: image137.jpg]


 

e) Prouver que la matrice  
[image: image138.jpg]Mia,b,c)



  est singulière (autrement dit : non inversible) si et seulement si  
[image: image139.jpg]


  est équilatéral ou si  
[image: image140.jpg]


  est son centre de gravité.

TROISIEME PARTIE :

On reprend les notations de la question précédente et on construit par récurrence une suite  
[image: image141.jpg](Tn)



  de triangles de sommets  
[image: image142.jpg]Ap,Bn



  et  
[image: image143.jpg]


  en posant :

  
[image: image144.jpg](To) = (D).



 

  
[image: image145.jpg]


  désignant un nombre réel, pour tout entier naturel  
[image: image146.jpg]


   
[image: image147.jpg](Tur1)



  est le triangle dont les sommets  
[image: image148.jpg]Al Bl Ol



  sont tels que :


[image: image149.jpg]A estle barycentre des points ponderés (8, 1) et (C, 1- 1)
B estle barycentre des points ponderss (C, 4) et (4,,1- 1)
i €St le barycentre des points ponderés (A,, 4) et (3,1~ 1)




On note :  
[image: image150.jpg]An,bn



  et  
[image: image151.jpg]en



  les affixes respectives des sommets  
[image: image152.jpg]


   
[image: image153.jpg]By



  et  
[image: image154.jpg]


 


[image: image155.jpg]Yo

an
by

n

etZ, = Py,




1) Prouver que pour tout entier  
[image: image156.jpg]


  :  
[image: image157.jpg]Zrl = DO, A,1-1). 20,



 

2) Expliciter les coefficients de la matrice  
[image: image158.jpg](D(0,4,1- 1)y



 

a) On admet qu'une suite géométrique non nulle de raison complexe  
[image: image159.jpg]


  converge si et seulement si  
[image: image160.jpg]


  ou  
[image: image161.jpg]lg| < 1.



 Prouver que la suite définie pour tout entier  
[image: image162.jpg]


  par  
[image: image163.jpg]A+ (12"



 converge si et seulement si  
[image: image164.jpg]


  appartient à un intervalle à préciser.

b) Prouver que si cette condition est réalisée, les suites  
[image: image165.jpg](@n), (Bn)



  et  
[image: image166.jpg](cn)



  convergent.

c) Exprimer  
[image: image167.jpg]Anrl + Brsl + Cotl



  en fonction de  
[image: image168.jpg]n + by + Cn



 

d) Prouver que les suites  
[image: image169.jpg](@n), (Bn)



  et  
[image: image170.jpg](cn)



  ont même limite.

e) Exprimer cette limite en fonction de  
[image: image171.jpg]ab



  et  
[image: image172.jpg]
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