MP* : révisions d’analyse 1 EXERCICES

1 Exercices
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Exercice 1.1 1. Soit p € N. Donner un équivalent de ( lorsque n — +o0.

2. Soit (n;) une suite d’entiers pairs, (m;) une suite d’entiers. On suppose que ces deux suites tendent vers +oo.

K3
m; — —

-2

a une limite p > 0.
VT

On suppose de plus que m; < n; pour tout ¢ et que

Trouver un équivalent de (;;’)

™
Exercice 1.2 On considére la fonction g :  — — [ cos(zsint).
T o
1. Montrer que g est développable en série entiére au voisinage de 0.
2. En déduire qu’elle est C'*° au voisinage de 0.

3. Montrer qu’elle vérifie 'équation différentielle (E) : zy” + 3y + a2y =0

4. Déterminer toutes les solutions développable en série entiére vérifiant (E).

n
Exercice 1.3 1. Donner un équivalent de u,, = Z k* lorsque k — 4o00.
k=1

2. Pouvez vous donner quelques termes suivants du développement asymptotique de u,, 7

Exercice 1.4 On considére £ = C([0, 1], R) muni de la norme ||f|| = sup |f(z)].
0.1

EAS

1
On introduit 'opérateur g € E — (Tg) : x — /min(m,t)g(t)dt
0

1. Justifier que T est un endomorphisme continu de E et calculer sa norme subordonnée.

2. Soit f € E. On considére la suite (g,), de E définie par g,+1 = f + A\Tg,

(a) Montrer que pour tout A €] — 1,1[, la suite (gn), converge dans E.

(b) Dans ce cas, on note g*/) sa limite.
Montrer que la solution ¢*f) est solution d’une équation fonctionnelle.

(¢) Que peut-on dire de g™ lorsque f =0 ?
(d) Peut-on affirmer la continuité de (X, f) — g 2

+oo
(e) Montrer que qu'’il existe une suite d’éléments (h%”) de F tels que gMf) = Z AR lorsque A €] —-1,1][.
n=0

(f) La suite g,, converge-t-elle dans E lorsque A\=17 A=-17

Exercice 1.5 Soit w € R3. On considére la suite vectorielle (u,,) € (R*)N définie par Vn € N, w4, .1 = WA

.
P u
1. La série Z —T est-elle convergente 7 Que vaut sa somme ?
— nl
2. Supposons que la suite u soit convergente. Que peut-on dire de la limite 7

3. Etudier la convergence de la suite (u, ).

4. La série E Uy, est-elle convergente ?

n

a
Exercice 1.6 1. Etudier la suite %41 =14 — avec ug > 0 et a > 0.
Un,

n
2. Etudier la suite v,17 =1+ — avec ug > 0.
n

3. Donner un équivalent asymptotique de v.
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Exercice 1.7 1. Développer de deux facons différentes ———————< en série entiére.

(1—22)(1—2%)
2. En déduire a,, = card{(z1,72) € N2 tel que 2z + 319 = n}

3. Proposer une généralisation de ce résultat.
+o00o (—1)"
Exercice 1.8 On pose f(z) = nz:% @ +n)

1. Domaine de définition de f, continuité, dérivabilité, variations.
2. Calculer f(z)+ f(x + 1) lorsque z > —1.

3. Donner un équivalent de f en +oo.

Exercice 1.9 On note E 'ensemble des fonctions de R dans R continues et bornées.

1. Montrer que E est un R-espace vectoriel.
2. Pour p € N, on définit N, application de E dans R : N,(f) = sup ‘tpe_‘”f(t)’ .
teR
Montrer que N, est une norme.

3. Soit ¢, application de E dans R, définie par ¢ (f) = f(c).
L’application ¢, est-elle continue relation a N, 7

4. Soient p et ¢ deux entiers naturels distincts. Montrer que N, et N, ne sont pas équivalentes.

—+o0

Exercice 1.10 On considére la fonction f(z) = Z
n=0

exp(nz)

1. Justifier que f est C'' sur R~ puis que f est C* sur R™.
2. Calculer %) (0) et donner kmf F®(0).

3. Pouvez vous donner un équivalent de f*)(0) lorsque k — 400 ?

+00 L
. n
4. Pouvez vous donner un équivalent de uy = E — lorsque k — 400 7
n!
n=0

+oo
Exercice 1.11 On pose f(z) = Y. (=1)""!In (1 + E) .
n

n=1
1. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0 et expliciter ce développement.
2. Déterminer le rayon de convergence.
. . too T 1oo x2
Exercice 1.12 Soit f(z) = > pe et g(z) = H (1 + TL2)

n=1 n=1

1. Montrer que f est développable en série entiére au voisinage de 0 et donner le rayon de convergence.

2. Montrer que exp(f) est également développable en série entiére au voisinage de 0.

3. Montrer que g est développable en série entiére au voisinage de 0.

www.mathematiques.fr.st 2

abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

MP* : révisions d’analyse 2 INDICATIONS

2 Indications

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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3 Corrections

Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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