MPSI : fonctions usuelles 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 1. On pose A = arctan 2 + arctan 5 + arctan 8.

3 3
(a) Justifier que Zﬂ <A< ?ﬂ

(b) Calculer tan A (on commencera par calculer tan(arctan 2 + arctan5))
(¢) En déduire A

5
2. Résoudre dans R I'équation arctan(z — 3) + arctan z + arctan(z + 3) = ZW
. : . —z? , T
Exercice 1.2 Etudier la fonction z +— arccos —— + arcsin
1+ 22 1+ 22

Exercice 1.3 Résoudre sur R 'équation zV* = \/z"

1—cosx
Exercice 1.4 Etudier la fonction x — arctan \f————
14 cosx

T

Exercice 1.5 On considére la fonction f(z) = — T
et —

1. Montrer que f réalise une bijection de R} sur un intervalle & expliciter.
2. Soit g sa réciproque.

Donner le domaine de définition de g. Sur quel intervalle la fonction g est-elle dérivable ?

71'
Exercice 1.6 Résoudre dans R I’équation arctan(2x) + arctanx = 1

Exercice 1.7 1. Soit f la fonction définie par f : x — In(z + V22 + 1)

(a) Montrer que f est une bijection de R sur un intervalle & expliciter.
(b) Calculer pour tout réel z les expressions sh(f(x)) et f(shz). Quen déduit-on ?
2 e’ —1

a
2. Montrer que Vx >0, l1+z<e*<1+2+ ?ez. Retrouver hm+
x—0 X

Exercice 1.8 1. Soit f la fonction définie par f : x +— In (tan g + %)) .

a) Etudier f et justifier que f réalise une bijection de ,z sur un intervalle & expliciter.
Etud t justifi 1 bijection de [0 5

(b) Pour z € [0, g[, calculer ch(f(x)), sh(f(z)) et th(f(x))

x3 . . sinz
— <sinz < z. Retrouver lim
3 z—0-

2. Montrer que Vx > 0, =z —
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2 Indications

Indication pour I’exercice [1.1]:

77
1. (a) Donner I'encadrement de arctanz, ot x est un réel quelconque. Justifier que arctan?2 > 1 idem pour les autres
arctan
(b) pour l'indication tan(a +b) =--- puisa+b+c=(a+0b) +c¢

(¢) Connaissant tan A, trouver les valeurs possibles de A puis utiliser 1.a.

2. Justifier que 'on a affaire a une bijection puis utiliser le 1 pour trouver une solution.

Indication pour ’exercice ¢ Pour que I'expression existe, on se rappelle que arccos et arcsin sont respectivement

1— a2 2x

et
1+22  1+a2
. L ) . L . o . . ) a .
fonction est dérivable et déterminer sa dérivée, soit on se rameéne I'expression de cosa et sina en fonction de tan(ﬁ) puis

définies sur .... puis on demande que appartiennent respectivement & .... Ensuite, soit on justifier que la

. . , L. a
justifier que tout réel x s’écrit z = tan 3 pour un a convenable.
Indication pour I’exercice :  Le logarithme est toujours ’ami du taupin (attention aux valeurs interdites)
o e y . . o . , . , . 1—cosz
Indication pour l’exercice [1.4] : La fonction arctan est définie sur .... puis on n’oublie par d’exiger que 1T ooss
cos T

doit exister et qu’il doit appartenir & ...

Indication pour I’exercice [1.5| :

g()
)2

1. Ecrire la dérivée sous la forme Pour étudier le signe de g, dresser le tableau de variations de g et placer les

bornes.

2. Revoir la définition de la réciproque d’une bijection puis utiliser le théoréme de dérivabilité de la réciproque.

Indication pour 1’exercice [1.6| : "Passer" & la tan dans I’équation (et ne pas oublier au préalable de déterminer les

. . . a . .
valeurs interdites). On se rameéne a une équation du type 3= c et on effectue le produit en croix.

Indication pour ’exercice :

1. (a) Le calcul soigneux de la dérivée combiné aux simplifications algébriques indispensables fournit directement le
résultat.

(b) Pour les deux premiéres expressions, utiliser la définition de sh et appliquer les simplifications de calculs nécessaires.
Voir, dans cours sur les bijections, ce que l'on peut dire de deux fonctions f et g telles que f(g(z)) = z et
g(f(z)) = z (sur des domaines convenables)

2. Un encadrement a < b < c signifie a < b et b < ¢. Pour chaque inégalité, introduire une fonction convenable et dresser
T

et utiliser le théoréme d’encadrement.

son tableau de variations en plagant les bornes. Ensuite encadrer

Indication pour I’exercice [1.8| :

1. (a) Pour le domaine de définition : In(A) existe si A est ..., puis tan B appartient & ...., ce qui implique que x € .... .
Vérifier que f est 2m-périodique. Quant a la dérivée, utiliser soigneusement les formules de dérivation.

(b) Que dire d’autre que de revoir les définitions des fonctions trigonométriques hyperboliques avec un soupgon de
calcul.

2. Un encadrement a < b < c signifie a < b et b < ¢. Pour chaque inégalité, introduire une fonction convenable et dresser

son tableau de variations en placant les bornes. Si le signe d’une dérivée n’est pas évident, calculer la dérivée seconde

et utiliser le théoréme

. - L . . sinx
pour en déduire le tableau de variations de la dérivée (bornes incluses). Ensuite encadrer
x
d’encadrement.
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3 Corrections
Correction de I’exercice [I.1] :

1. (a) Par définition de arctan, pour tout réel z, arctanz €] — En outre, si > 1, la stricte croissance de arctan

2 2 [
™ ) .
montre que arctanz > arctan1 = 1 Par conséquent, on en déduit que

Vo €)1, 00|, % < arctanz < g

En appliquant cet encadrement a x = 2, 5 et 8 (qui appartiennent a |1, +oo[ puis en additionnant les encadrements,
3T

3r
btient — <A<
on optient que 1 2

- tana + tanb .
(b) On pose S = arctan 2 + arctan 5. En utilisant que tan(a + b) = na DY et le fait que

1 —tanatanb

Ve € R, tan(arctanz) = z,

on a
t tan 2 t tan 5 245 7
tan S = tan(arctan 2 + arctan 5)) = an(arctan 2) + tan(arctan 5) =7 =——.
1 — tan(arctan 2) tan(arctan 5) 1-2x5 9
donc
! +8
tan S +t tan 8 )
tan A = tan(S + arctan8) = an § + tan(arctan 8) 9 =1

1 — tan S tan(arctan 8) 1+ i « 8
9

(c) La question 1.b) montre que tan A = 1 = tan% donc A = % + km, pour un certain entier relatif k. En outre, la

. 37 37 , .
question 1.a) montrer que i <A< - donc on a nécessairement

3£<*+/€ <3f<:>1</€<§
4 4 2 2 4

™ om
Puisque k est un entier, on en déduit que k& = 1, c’est-a-dire A = 1 + 7= T
2. La fonction x — f(x) = arctan(z — 3) 4 arctan x + arctan(z 4 3) est continue et strictement croissante (comme somme

de fonctions continues et strictement croissante) donc elle réalise une bijection de R sur son image f(R). Puisque

3 3r 3
lim arctanz = :I:g7 on obtient que ligl flx) = :I:g et f réalise une bijection de R sur | — 777, ?ﬂ-[ Comme
o 3 3w

5
T €] — 5 ?[, on peut affirmer que I'équation f(z) = Zﬂ admet une et seule solution sur R et 1’égalité

5
f(5) = arctan 2 4 arctan 5 + arctan 8 = Iﬂ-,

o
issu de la question 1.c) nous montre que 5 est solution de cette équation. Ainsi I’équation f(z) = Vi admet comme

unique solution x = 5

1—a? 2
Correction de ’exercice ¢ On pose f(z) = arcsin 1+7; + arccos 12_:;2.
1—
Domaine de définition : Pour que f(x) soit défini, il faut et il suffit que 1.2 € [—1,1] et g € [-1,1]. En se rappelant
x x
que a < <y a< Bet B<, ses deux conditions se traduisent par
1—a? —(1+2%) <1-2?
_1<1§m2<1 N —(1+2)<1—-22<1+22 N 1—22 <1422
x 142220 —(1+2?%) <22 <1+ 22 —(1+42%) <2z
-1 < 5 <1 2
+ 22 2r<1l+zx
-1<1
0 < v < 0<a? ce qui est toujours vrai
<14 2z + a2 0< (1+a2)2 “4 ) '
0<1—2:E—|—x 0<(1—m)2
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Par conséquent, on en déduit que Dy = R.
. — a2 2 : : : : o
Les fonctions x — 1522 et © — 1522 sont continues sur R (comme quotient de fonctions continues dont le dénominteur
x x
ne s’annule pas sur R). Puisque les fonctions = — arccosx et x +— arcsin z sont continues sur [—1,1] et que Vz € R, les réels
1—2? 2x

et
1+22 1422
le théoréme de continuité d’'une somme, que la fonction f est continue sur R.
)

. 2x . . . . .
Les fonctions z +— 1522 et x — 1722 sont dérivables sur R (comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominteur

appartiennent a [—1, 1], on peut affirmer, par le théoréme de composition des fonctions continues puis par

2
x
ne s’annule pas sur R). Puisque les fonctions x — arccos x et & +— arcsin z sont dérivables sur |—1, 1] et que Vo € R\{—1,0,1},
1 —2a? 2x . . i 1 — 22 T N
les réels 1.2 et 122 appartiennent a | — 1, 1[ (résoudre 1o 2= +1 et To = +1), on peut affirmer, par le théoréme

de composition des fonctions dérivables puis par le théoréme de dérivabilité d’une somme, que la fonction f est dérivable sur
R*. En outre, on a pour tout réel non nul

1—a22\’ 1—a? 2z 1\’ 2z
! _ L2 I \/
fix) = <1+ 2) (arcsin) <1+x2)+ (1+ 2) (arccos) <1+$2)
- x? 71
= 2 2
1—1—:3 : xz 2 1+:U 90
1—|—ar;2 1—1—962
x? —1

+2
T ¢<1+w>—<1—x2>2 b ¢<1+m2>—<2x>

En utilisant les identités remarquables pour les expressions sous les racines, on a
4x o 1 " 2:52 —1 o 1
L+a? 4g2 1422 (1 — x2)2
e premier cas : donc Va2 = —z et 1 — 2% < 0, ce qui implique que /(1 — 22)2 = 22 — 1, ce qui nous donne

4z 1 2 —1 1 4
/ o _
vz €] - o0, 1], f(m)__1+x2 x —2:c+21—|—z2 % 22—1 1422

vz e R\{-1,0,1}, f(z)=—

Puisque la dérivée de x — arctan x est on en déduit qu’il existe une constante C; telle que

1
1422’
Ve < —1, f(z)=4arctanz + C;.

Les deux fonctions de cette égalité étant continues sur | — oo, —1], on peut prolonger cette égalité quand z = —1.
Puisque arccos(—1) = 7 et arcsin0 = 0, on obtient

f(—1) =4arctan(—1)+ C1, & 7= -7+ Cy & Cy =2,

par conséquent nous avons
Vo €] — o0, —1], f(x)=4arctanx + 27

e second cas : |x €] — 1,0[|donc Va2 = —z et 1 — 22 > 0, ce qui implique que /(1 — 22)2 = 1 — 2%, ce qui nous donne

4x 1 22 -1 1
!
Vo €] —1,0] f(:r):—1+x2 X _233—1—21_'_%2 XT3 =0

La fonction f est donc constante sur | — 1,0[. Puisqu’elle est continue sur R, on en déduit qu’elle est constante sur

—1,0] et que cette constante es = arcsin 1 + arccos 0 = il + T_ m, ce qui implique que
1,0] et tt tant t f(0 1 0

2 2
Ve e [-1,0], f(z)=m

e troisiéme cas : |z €]0,1[| donc Va2 = x et 1 — 22 > 0, ce qui implique que /(1 — 22)2 = 1 — 22, ce qui nous donne

4z 1 2 -1 1 4

Ve €01, fz) = ——2 % — 42 -
z €01 fi@) 1+m2x2x+ 1+x2x(1—x2) 1+ 22
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Puisque la dérivée de x — arctan x est on en déduit qu’il existe une constante Csy telle que

1+ a2’
Vx €]0,1[, f(z) = —4arctanz + Cs.
Les deux fonctions de cette égalité étant continues sur [0, 1], on peut prolonger cette égalité quand = = 0. Puisque
arccos(0) = g et arcsinl = g, on obtient
f(0) =4arctan(0)+ C, &7 =0+ Cy, & Cy =,
Par conséquent nous avons
Vz € [0,1], f(z)=—4arctanz+
e quatriéme cas : donc Va2 =z et 1 — 22 < 0, ce qui implique que /(1 — 22)2 = —(1 — 22), ce qui nous donne
4x « 1 n 2352 -1 o -
1+22 2z 1422 22-1
La fonction f est donc constante sur |1, +oo[. Puisqu’elle est continue sur R, on en déduit qu’elle est constante sur
[1,400[ et que cette constante est f(1) = arcsin0 + arccos1 = 0+ 0 = 0, ce qui implique que

Ve e [1,+00], f(z)=0

Vz €]l +oo, f'(z)= 0

En conclusion, la fonction f est donnée par

4arctanz + 27 si < —1
T si —1<2z<0
fl@)=4¢ _ :
4arctanz+7 si 0<x <1
0 si z>1

(on peut vérifier directement que cette derniére fonction est bien continue sur R et dérivable sur R\{—1,0, 1} et qu’elle est
non dérivable en —1, 0 et 1)

Correction de 1’exercice :  Par définition, a® = exp(blna) si b est un réel quelconque et a un réel strictement positif.

On en déduit que I'équation zV* = /2" est équivalente & I'équation exp(y/z Inz) = exp(z In(y/x)). Il est donc indispensable
d’exiger que x > 0 (pour que \/z existe ainsi que Inz). La fonction exponentielle étant bijective, on en déduit que

V' = i¥ e exp(Vrng) = exp(zln(vz)) © Vzlnz = zln(y/z) 0 Vzlnz = glnx
car

. N VT =0 z=0
& (nz)(Vr—=)=0&Vz(lnz)(1-=)=0&¢ ou lnz=0 &< ou z=1
2 2 _ _
ou +/xr=2 ou z=4
Puisque les solutions sont nécessairement strictement positives, on en déduit que zV* = Vz' ez e {1,4}
Correction de I’exercice [1.4]: Domaine de définition de f. La fonction arctan étant définie sur R, il suffit d’exiger que
1 —cosz
la fraction ———— existe, ce qui est le cas ssi cosz # —1 < x € R\{(2k + 1)m, k € Z} puis que sous cette condition que

) l +cosz
la racine existe, ce qui est le cas car

14+ cosx >0 1—cosx

_ < e
Vo € R\{(2k + )7, k€ Z}, 1<C08x\1:>{1—cosx20 14+cosz ~

Par conséquent, on peut affirmer que Dy = R\{(2k + 1)m, k € Z}. La fonction f étant clairement 27-périodique et paire
donc on se rameéne a étudier f sur [0, 7.

e La technique douce : on remarque qu’on dispose des formules trigonométriques
l+cosz=1+ [2(:032(%) - 1} = 2(3082(%) et 1—cosz=1-— {2(}032(%) - 1} =2(1- cosQ(g)) = 2sin2(§)
On en déduit que

2sin2(£)

Vz € [0,7], f(z)= arctan = arctan (tan(g))Q.

T
92 cos2(L
cos (2)
Puisque g € [0, g[, le réel tan(g) est positif donc
x

v € 0,7, f(z)= arctan(tan(g)) =5

(puisque Vt €] — g, g[, arctan(tant) = ¢ et prendre t = g)
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e La technique barbare : On justifie que f est dérivable sur [0, 7] (quotient, puis deux composées de fonctions dérivables,
je laisse au lecteur cette vérification pénible). Sa dérivée est donnée par le sympathique calcul suivant :

1—cosz\’
! -
fla) = 1 —cosz (arctan)’ 1—cosz _ <1+cosx) o 1
V 1+ cosz V14 cosz ) 1—coszx 1+<1—cosx>

1+ cosx 14 cosz
_ 5 sin x y 1 y 14 cosx _ sin x xl
(14 cosx)? 2\/m (I4+cosz)+ (1 —cosxz) /1+cosazy/1—cosz 2
1+ cosx
sin x sinx sinx 1

— = = — car x € [0, 7| donc sinz > 0) = -
2V1—cos’z  2Vsin’z 2sinz ( 0.7 )

1
2
(x

Par conséquent, Vz € [0, x|, f'(z) =

x
donc f () = 5 + C pour une constante convenable. En évaluant en z = 0, on
)=

obtient que C' = 0 donc Vz € [0, 7], f

On sait que Vz € [0, 7], f(z) = g donc, par parité,

Vo €] = m,0), f(@) = f( =) = o = o

€[0,[
On remarque alors que 1’on peut condenser les deux écritures de f sur chacun des intervalles précédents par

lz]

Vo €] —m,xw], f(x)= 5

On prolonge par 27-périodicité cette expression, ce qui donne

-2
vz e R\{(2k + 1)r, keZ} f(z)=f(z—2mq) = M
ou ¢ est 'unique entier tel que x — 2mq €] — , 7| (je laisse le soin au lecteur de vérifer que ¢ = F (2 + 2) en utilisant la
m

caractérisation de la partie entiére), c’est-a-dire

x 1
_orE (24 Z
v (27r+2)‘

2

Ve e R\{(2k + \)r, keZ} f(z)=

Correction de D’exercice [L.5] :

1. La fonction f est dérivable sur ]R_T_ (comme quotient de fonctions dérivables et dont le dénominateur ne s’annule pas
sur cet intervalle) et

« iy (1=m)e® =1

Ve e R, fl(z)= NS
Pour déterminer le signe de (1 — z)e® — 1, on introduit la fonctlon g(z) = (1 — z)e® — 1, qui est clairement dérivable
sur R et dont la dérivée est donnée par Vw € R, ¢'(z) = —ze”. En particulier, ¢’ est négative sur Ry donc g est

décroissante sur Ry et puisque g(0) = 0, on en déduit que
Ve e RY, g(x)<g(0)=0&VzeR}, (1-z)e"—-1<0=VeeR], f'(z)<0

La fonction f est continue sur R}, strictement décroissante sur R donc elle réalise une bijection de R} sur f(RY). La
e’ —1 T 1

limite classique lim = 1 montre que lim = — = 1. Ensuite, puisque ¢ — 400, 0n a
z—0 T z—0e? — 1 1 T—+00
) x . T . -
lim = lim — = lim ze ™ * =0
z—+oo e? —1 z—+ooe?  z—+oo

(Iexponentielle impose sa limite en I'infini sur les polynomes). Par conséquent, f(RY) =]0,1[ donc f réalise une
bijection de R sur 0, 1[.
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2. Dy =]0,1[. Nous savons que f est dérivable sur R} et que

(1—xz)e* —1

Ve >0, f(z)= @ 1)

<0

donc f’ ne s’annule pas sur R}, ce qui implique que g = f~! est dérivable sur f(RZ) =]0,1[. Par conséquent, g est
dérivable sur tout son domaine de définition ]0, 1.

Correction de ’exercice :  Puisque la fonction arctan est définie sur R, I’équation

(E) : arctan(2x) + arctanx = %

ne posséde aucune valeur interdite. Ensuite, la tangente réalisant une bijection de | — g, g[ sur R et que % €] - g, g[, on
en déduit que
t tan(2 t t
(E) < tan(arctan(2z) + arctanx) = tan Ts anarctan(2r)) + tan(arctan ) =1
4 1 —tan(arctan(2z)) x tan(arctan z)
— 1 _9.2
2ede e )STE 0 8a VI
—_— = —_— = r= -——
1—(22)x 1—2x2 T #E— 4

V2

Correction de D’exercice [I.7] :

1. (a) Domaine de définition : Puisque pour tout réel z, on a

Vaz+l>val=|z| > —z=vVal+l>-—zec+V22+1>0,

ce qui implique que Dy = R.

La fonction = — x + v/a2 + 1 est dérivable sur R, strictement positive sur R et la fonction In est dérivable sur R
donc la fonction f est dérivable sur R (en particulier, elle est continue).

La dérivée de f est donnée par

2x
Ve € R f’(x)—($+Vz2+1)/—1+2”2+1—<1+ ° )x 1
’ T+ vaz+1 T+ vVaz+1 V241 T+ Va2 +1

B <x+\/m2+1>x 1 B 1

>0

22 + 1 rHvVEZ 1l Va4t 1

On en déduit que la fonction f est strictement croissante sur R. Puisque f est continue sur R, le théoréme de
bijection montre que f réalise une bijection de R sur f(R). Il est immédiat que hr—? f(z) = +o0. En —o0, on
T—T00

est confronté & une forme indéterminée. Pour lever I'indétermination, on utilise la quantité conjuguée :

Puisque lim (m — Va2 +1) = —o0, on en déduit que lim (z+ V22 + 1) =07 donc lim f(z) = —oo0.
|-

Par consequent la fonction f réalise une bijection de R sur 00, +o00[=R
(b) Pour tout réel z, on a :
sh(f(@) = = (ex (Inz + V22 1 1)) — exp(~In(z + V22 + 1)) = 2 <x+ N 1)
2 \"P P 2 TV 1

1 (x4 Vo2 +1)2 - 1 2?2420V + 1+ (22 4+1) -1
S22 r+V22+1 2 T+ VaZ+1
1 {22422V 41 T+ vVat4+1)

2\ z+va?+1 VP 1)
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D’autre part, pour tout réel x, on a également

x —x T —z\ 2 x —x 2x —2x
et —e et —e e’ —e et —2—e
f(sh(z)) = In 2+\/<2> +1 —ln[ 5 —|—\/ 1 +1

X —T

2
e e et +e”
Puisque +T > 0, on peut affirmer que ( + ) = +2 , ce qui nous donne

flshia)) = tn | n
En conclusion, on a montrer que
(Vz e R, sh(f(z))=x et f(sh(z))=2z) < shof =Idr et fosh=Idg,

ce qui signifie que f et sh sont bijectives de R sur R et qu’elles sont les bijections réciproques 'une de 'autre.
Puisque argsh est la fonction réciproque de sh, on peut écrire

argsh = f & Vz € R, argsh(z)=1In(z+V22+1)

2
x
2. On introduit les fonctions auxiliaires ¢ : x +—e* —(14+2) et Y:x—e*—(1+z+ ?e”) et nous allons déterminer

leurs signes respectifs sur R;. Ces deux fonctions sont clairement dérivables sur Ry.

e Etudede ¢ : OnaVx e Ry, ¢'(z) =e® —1 d’oi Pon en déduit son tableau de variations

x |0 +o0
¢ +
e |0

ce qui montre que la fonction ¢ est positive sur Ry donc on a bien Vo > 0, 14z < €.
Quant & la fonction v, sa dérivée ¢ est égale a ¢ qui est positive sur R, donc la fonction v est croissante

e Etude v : sa dérivée est donnée par

.’L'2

VeeRy, ¢'(z)=(1-2— ?)ex -1

Le signe de cette fonction n’étant pas connue, on dérive une nouvelle (ce qui est possible dans notre cas).

4 x
Ve € R, w”(x)z—w.
On en déduit le tableau de varitions de ¢’ puis celui de v
z |0 +00
waa 0 _
P10\
Y 10N\

2
x
ce qui démontre que la fonction 1 est négative sur Ry donc Vo >0, e* <1+ + ?eg”.

2
x .
Nous venons de démontrer que Vo >0, 14+zxz<e*<1+z+ ?ex, ce qui nous donne

2 x
T e’ —1
Yz > 0, xgex—lga:—&—?e”:(:)lé

X
o Shtge

T e’ —1
Puisque lim (1 + fef‘) =1et que lim 1 =1, le théoréme des gendarmes montre que lim =1.
z—0 2 z—0+ z—0t X
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MPSI : fonctions usuelles 3 CORRECTIONS

Correction de I’exercice :

1. (a) Pour que f(z) existe il est nécessaire et suffisant que

tan (7? #) (In existe) - §+Z€kgz[0+lm +]‘77T[
7+ + nZ (tan existe 7. 4+ A4
5 ¢ ( ) Yq € 7Z, 2+47é2+77q
T T T T
3k€Ztelkw<7+—<——|—k7r dk € Z tel que — — +2kn < x < — + 2km
- 2472 o 2 2
Vq € Z, :B;é——i—27rq x§é§+2ﬂ'Z
S U[—§+2k7r +2k7r[
& keZ Sze U —f—|—2k:7r +2k7r[
.’E¢§+27TZ kEZ

Par conséquent, Dy = |J [—5 + 2km, - + 2kw[. Ensuite, la fonction f est 27-périodique car ensemble | J [—g +
kEZ kEZ

2km, g + 2kn[ est 2m-invariant par translation et pour tout z € J [—g + 2k, g + 2kn[, on a
kEZ

saszm =t tan (57 7)) = o ([5 74) o (o0 (5 ) =)

. ™ T . . . .
Sur chaque intervalle [—5 +2km, 5 + 2km], la fonction f est strictement croissante (comme composée de fonctions

strictement croissantes) et elle y est dérivable (comme composée de fonctions dérivables).

Remarque : une fonction croissante deux intervalles I; et Iy n'est pas nécessairement croissante sur Iy U Iy (par
exemple, c’est le cas de la fonction x +— tanz).

La dérivée de f est donnée par

G2
) = am\y T3]l 1 - 1 - 1 -1
- tan(g—i—I) - 2cos2(£+z)sin(£+ﬁ> _2c0s<§+z)sin(§+3> _sin(x—kﬁ) ~ cos(2)
2 4 2 4 2 4 2 4 2 4 2
COS(E+E)
2 4

En particulier, la fonction f est continue sur [0, g[ et strictement croissante sur cet intervalle donc elle réalise

une bijection de [0, g[ sur f([0, g[ Puisque f(0) = 0 et que li(m) f(z) = 400, on en déduit que f réalise une
z— (%)~

bijection de [0, g[ sur R.

(b) Puisque que l'on a

ch(z) = ———, sh(z) = ———, th(z)= Ve >0, "=z
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MPSI : fonctions usuelles 3 CORRECTIONS

on a Pour z € [0, g[, calculer

x w
tan? (f + 7) +1
1 r 1 1 1 1
ch(f(z)) = 5 |tan (5—1—1) +tan (§+z> =3 - Ew +47r) = 2 (erf) — (erf)
2 1 "2 7] 2 1 2 1
_ 1 _ 1 -1
2 cos (f + %) sin (% + %) sin2t=- gin(z + g) cos(z)
x
tan? (f + 7) -1
1 Tz T 1 1
sh(f(z)) = ) tan(g—l—z)—t T 7m\| 2 ; 2m 47T
(5+7) (5+7)
el L N r.rT il r,. T
I S (2+ 4) . (2+ 4) COS(2+4) 1 COS(”H ) y COS(2+4)
- cos? (f + E) sin (* + E) cosZt= 2 og2 (E + 7) sin (E + z)
2 4 2 4 2 2 4
el D)
2sin (g + *) cos (5 + %) SIn 2= gin (:c + g) cos(x)
sh(f(z))
th(f(z)) = (f(@) sin(x)

. On introduit les deux fonctions ¢ : x +— sinz —z et ¢ : ¢ — sinz — (z — E) Elles sont clairement dérivables sur R et

Ve eR, ¢'(z)=cosz—1, o'(z)=cosz—1+2% " (z)=—sinz+2z, ¢ (z)=—cosz+2

Puisque Vz € R, cosz € [—1,1] et sinx € [—1,1], on en déduit que ¢ et »® sont négatives sur R, ce qui nous fournit
les tableaux de variations suivants :

T 0 +00

770(3)
z |0 —00 P |0

~6\
o

I
1S

NN N

3
x
On en déduit que ¢ est négative sur Ry, donc Ve > 0, sinz < z, et 9 est positive sur Ry, donc Va > 0, x—g <sinz.

De cet encadrement, on en déduit que
2

T sinz
Ve>0, 1——< <1
3 T
22
et le fait que lim (1 — E) = 1 = lim 1 nous permet d’appliquer le théoréme d’encadrement qui nous donne
z—0 z—0
sinx
lim =1.
z—0- X
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