MPSI : fonctions usuelles, complexes 1 EXERCICES

1 Exercices

n n—1
+ > coskx et Tp(x) = > Si(z). Calculer T, (z)
k=1 k=0

N | =

Exercice 1.1 On note S, (z) =

. . .4 ) . . .
Exercice 1.2 Résoudre dans R ’équation arcsin x = arcsin 3 + arcsin 3 puis I’équation arccos z = arcsin 2x

14 iz\? 14 g\ 2 14+
Exercice 1.3 Résoudre dans R I’équation + zx + + zx + + z:r +1=0
1—x 1—x 1—x

Exercice 1.4 Etudier la fonction x — arctan

V1i+az2 -1
x

9;
Exercice 1.5 On note § = exp(%), S=pB+p"+p"et T =p5%+p+p°

1. Justifier que S et T sont conjugués puis montrer que Im S > 0.

2. Calculer S + T et ST. En déduire les valeurs de S et T.

1- 2
erarcsin Ve
+x 142

Exercice 1.6 Etudier la fonction x — arccos
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2 Indications

Indication pour I’exercice :  Pour S, utiliser que cos kz = Re(e**) = Re((e™®)¥) puis Y. ¢* =q+¢*+ - +q¢" =
k=1

g(L+g+-+q" ).
sin(a + b) — sin(a — b)

2
Indication pour ’exercice :  Pour la premiére équation utiliser que = = siny < arcsinz = y puis cos(arcsinz) =
V1 — 2 (vérifier sous quelles hypothéses).
Pour la seconde équation, rechercher les valeurs autorisées (non interdites) puis passer au cos (en utilisant la formule ci-
dessus).

Pour T,,, transformer .S,, en utilisant la formule cosasinb =

14z
1—x
des quatre premiers termes d’une suite géométrique, ce qui améne & une équation X4 = 1 (sous quelques réserves) puis revoir
les racines de 'unité.

Indication pour ’exercice :  Changement de variable X = et remarquer que 1+ X + X2 + X3 est la somme

1
Indication pour ’exercice : Calculer soigneusement f’(z) et montrer que f'(x) = 0+ a2 En déduire I'expression
x
s . . . N . . 1 + .'1,'2 - 1 . 2
de f sur les différents intervalles. Pour expliciter les constantes, passer a la limite (pour —————— | factoriser par = dans
x

la racine et Va2 = ...)

Indication pour I’exercice [1.5| :

1. Pour la premiére assertion, justifier que 8% = 87* pour la seconde, utiliser la symétrie sin x = sin(7 — ) sur un angle
) b y
pour justifier qu’un certain sinusbien choisi est plus grand qu’un autre.

Y 6
2. f3 est une racine 7°°"¢ de 1'unité donc Y B* = ... et utiliser que 8% = Bk(67)_1 = B%=7 puis S et T sont racines d’un
k=0
trindme.

11—z 2\/x
et i doivent appartenir
1+2 1+=z
a cet intervalle I. Traduire ensuite ceci sous forme d’inégalités (x < y <z & x <y et y < 2).
0 six>1
Montrer ensuite que f'(z) = 2 (utiliser au maximum les factorisations pour espérer s’en sortir)

si0<zx<1
(1+2z)y/z

Indication pour I’exercice :  Les fonctions arccos et arcsin sont définies sur I donc

www.mathematiques.fr.st 2 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

MPSI : fonctions usuelles, complexes 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Correction de ’exercice ¢ Lorsque x = 0mod 27 alors S,(x) = -+ >, 1=n+ - et
k=1

N | =

n n

1 = 1 nn+1 n+1l n+1l n+1)2
Tn(m):Z(k‘F2):;/€+22: (2 )+ 2 = 9 [n—|—1]:7( 2)

k=0 k=0

Lorsque « # 0 mod 27, on utilise les formules d’Euler
Sp(x) = 1 + i:Re(e““) = E + Re i etk
" 2 k=1 2 k=1

Puisque z ¢ 277 donc e'® # 1, I'utilisation de la formule

a a+b a—"b a—1b
e + e = exp( 5 )[exp( 5 ) £ exp(— 5 )]

ainsi que la formule calculant la somme des n premiers termes d’une suite géométrique nous permet d’écrire

n " ) 0 ) ) . (1 .1 — einz eXP(T)eXP(*7)*eXP(7)
Zez T gl 2Ty pinT ezz(l 4T ... +el(n— )w) _ i B exp(zx) - 2 '
= b exp(5)  exp(~2) —exp()
2 2 2
B i(n+ 1)z —2zsm(7) B i(n+ 1)z sm(7)
= e 2 () 2
—2zsm(§) sm(§)

On en déduit que
1
L cos(EDTy T
Sp(z) = = + 2 - 2
2 sin)

sin(a + b) — sin(a — b)

Pour calculer T}, on utilise la formule cosasinb = , ce qui permet d’écrire S, (z) sous la forme

2
. 1 LT . 1 . 1
1 sin((n+ 5)5[1) - Sln(g) 1 sin((n+ 5)96) 1 sin((n+ §)m) 1 1
Sn(@) = 5 + pain :§+2_7x_§: B 9a z Im(exp((n + 7))
sm(§) 5111(5) Sln(§) sm(§)
Le réel T,, s’écrit donc
. 1
n n—1 Sln((k’ + 5)%) 1 n 1 1 n 1
T,(x) = ZSk(az) = Z — =—7 Zlm(exp(i(k; + 5)3:) =——7 Im Zexp(i(k + 5)33
k=0 k=0 2 Sln(§) 2 Sln(g) k=0 2 5111(5) k=0
1 i n 1 1 i(n+1)x

= Im [exp(—) Zexp(ikx) = - Im {exp(m) c — ]

2sin(=) =0 2sin(=) 2 l—e

o 1
1 sin(n;) 1 sin( x) "

= 7 Im eXp(;) exp(z7) —— | = — —%—Im [exp(i(n + 1)7)}

2sm(§) sin(=) 2sin(=) sm(§)

2 i
_ sin [(n—i— 1)2}
2sin?(Z)
Correction de l’exercice : Pour la premiére équation, il est indispensable d’exiger que x € [—1,1] (domaine de

définition du arcsin). Sous cette hypothese, on a

5 5 4 5
(E) : arcsinz = arcsin g+arcsin 3eT= sin(arcsin g+arcsin ﬁ) = sin(arcsin g) cos(arcsin(ﬁ))+cos(arcsin(g)) sin(arcsin(ﬁ))
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En utilisant que Va € [—1,1], sin(arcsin(z)) = z et cos(arcsin(z)) = v/1 — 22, on obtient

4 5 1. 5 4 144 9 5 4 12 3 5 63
B e r—=xy/1— ()2 \/1—2 R VR STy (A A . T AV N Y I
(B) & 5X\/ (3 G m s VmE Ve 3 5 3 5 3 6l

63

donc I'équation (F) admet une et une seule solution qui est z = —.

Pour la seconde équation, on doit exiger que z et 2z appartiennent a [—1,1] (domaine de définition de arccos et arcsin), ce

11
qui se traduit par x € [—5, 5] Ensuite, en utilisant que cos(arcsin(t)) = v/1 — 2 pour tout ¢ € [—1, 1], ce qui est le cas de =
et 2z, on a
(E') : arccos z = arcsin 2z < x = cos(arcsin 2z) & x = /1 — (21)2

1
Cette derniére égalité impose que x est positif (une racine carrée est toujours positive) donc z doit appartenir a [0, 5] Puisque

'on dispose de I'équivalence a = b < a? = b? lorsque a et b sont positifs (ce qui est le cas avec a = x et b = /1 — (2z)2), on
en déduit que
1
EYe?=1-2z) set’=1cs=+—.
(2 (22) 7

1
Comme les solutions de (E’) doivent appartenir a [0, 5], on peut affirmer que ’équation (E’) admet une et une seule solution

qui est x =

1
VB

N3 N2 .
1 1 1
Correction de ’exercice [1.3|:  On pose (E) : + m + + m + * za: +1=0.
11—z 11—z 1—x
. . 141 . . , . .
On considére le changement de variable X = 1 Z,x, qui est licite car pour tout réel x, 1 —ix # 0. Alors X vérifie I’équation
—ix

(B): X3+ X?+X+1=0

4

et le membre de gauche de (E’) s’écrit encore 1

si X # 1 (somme de suite géométrique). On constate que X = 1 n’est

pas solution de (E’) donc on a I’équivalence
1-Xx*

_ x4 — 4 _ _ 2mik
(E) o (BYe! 7ox =0 o 17X =0 X =1 o X =exp(——), ke[0.3]
X #1 X#1 i trieme de 1
X # 1 racines quatrieme e X # 1

& X=(exp(Z)F, ke[l,3] & X =, kell,3]

2
1+ .
Or X = T3 donc on obtient
(E) & T ke{l,2,3} & 1+ix=i"(1—1iz), ke{l,2,3}six(1+:")=:"-1, ke{l,23}.
—ix
Si ¥ +1 =0 < k = 2 alors 'équation précédente s’écrit 0 = —2, ce qui est impossible donc nécessairement & € {1,3}. On

en déduit que

i—1 i—1
* 1 (1414 i—1
(B) & iz(l+i*)=i* -1, ke{l,3}er=——"7"F ke{l,3}& ou
Z(1+Z) i3—1 —i—=1 )
R RrE) R
Par conséquent, 'équation (E) admet deux solutions sur R qui sont 1 et —1.
Correction de I’exercice : Domaine de définition : La fonction arctan étant définie sur R et la fonction 1 + z2

étant positive sur R, le réel f(z) existe ssi © # 0 donc Dy = R*. La fonction f est dérivable sur R* (comme composée et
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quotients de fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas) et 'on a pour tout réel z non nul

<V1+H> T xx—( h—l—xz—l) ,

fw) = - - | :
T2 -1 2 x? (V1+2Z—1)2 + 22
1 y-re - -
+ x
2= V14+22(V1+a? - 1) z?
22y/1+ 22 1422 - 2V/1+ 22 + 1+ 22
B e —1—a>+V1+a2 —1+VaZ+1 B 1
V1 +22(1 422 —V1+22) 21+ 22)(V14+22-1) 2(1+2?)
1 e 1 o 1 s
On remarque que m est la dérivée de 3 arctan z. On en déduit qu’il existe deux constantes C et C_ telles que

1
flx) = zarctanz+C_ V<0 W
1

f(z) = iaurctanac—i—C’Jr Ve >0

Remarque : deux fonctions admettant la méme dérivée sur un intervalle, sont égales o une constante additive prés, par contre
1 siz<0

. est dérivable sur R*,
-1 sixz>0

le théoréme est faux sur un ensemble quelconque. Par exemple, la fonction h(zx) = {

non constante et sa dérivée est nulle sur R*
Pour déterminer C'y et C_, de faire tendre = vers +oo. Puisque 'on

1 1
VaZ [ 1+ = — =
Vita? -1 x? oz || I 1
= =S W= 2/
x x x x x

on en déduit, en utilisant la définition de f, que :

1 1 . ) V1i+az2-1 . T
VitaZ—1 Vit z—z siz>0 pim ——— =1 Jm f(z) =tanl= 7

x
1 I+a22-1 - —tan(—1) = -~
z Y AU W R i VIEE 1| i @) = tan(-1) = =7
D’autre part, 1’égalité combiné au fait que hrf arctanx = :i:g, on a :
lim f(z) =224+ Co="1C
im T)==.— = —
w0 L 22 g
™ ™
1 =—(—=)+C_=——+4+C_
m_f(z) = 5.(-2) + T
Par conséquent, on a nécessairement
m T
- + C+ - —
4 o 4. =C,=C_=0
1t TT

donc Vz € R*, f(z) = %arctan x.
Correction de ’exercice :  On remarque pour commencer que 57 =letquef=p"
1. Puisque 87 =1, on a ﬂ_k = 67ﬁ_k = ﬂ7_k. On en déduit que
T=B 45 +B =p 487+ =g+ g7+ g7 = + g2+ 8=
Ensuite, en utilisant que sin(m — x) = sinz, on a

ImS = Sin(27ﬂ-) + sin(%r) + sin(877r) = sin(277r) + sin(47ﬂ-) + sin(7 — 8777) = sin(277r) + Sin(g) - Sin(g)
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2
Puisque 0 < ; < 77T < g et que la fonction sin est croissante sur [0, g}, on en déduit que
2 2
sin(g) < sin(%) = sin(%r) - sin(g) > 0.

47 47
Puisque = €]0, 7[, on est assuré que sin = > 0 donc

2 4
ImS = sm(;) - sin(g) + sm(;) >0
—_—— N—
>0 >0

k 6 . -1
2. 54T=>" BrF=—1+ > B* = —1 car 3 est une racine 7%™¢ différente de 1. Ensuite, en utilisant que g% = Bk(ﬁ7) =
k=1 k=0 ~—
=1

Bk_7, on a

ST

(B+82+5Y) (87 + 87+ 8°) =B+ 87+ 8°+ 36" + 85+ 57+ 1" = 1+ B+ B+ 3+ B+ 57+ 5
= 3+8+B8°+8 +8' +8°+p°=3+5=2
Les égalités S + T = —1 et ST = 2 montre que S et T sont les solutions de I’équation

—1+iV7

X2 (SH+T)X+ST=0=X>+X+2=0& X = 5

—1+4iV7 ot —1 -7

Puisque Im S > 0, on en déduit que S = 5 T= — (T est le conjugué de S d’apres 1)

1—- 2
Correction de I’exercice :  On pose f(z) = arccos i + arcsin VT
142 1+

— 2
T VT

1+z 1+z

. Les fonctions arccos et arcsin sont définies

appartiennent a [—1, 1] et que z soit positif (pour

20T
_|_

est positif donc il suffit d’avoir 1 < 1. Autrement dit f(x) existe ssi
x

sur [—1, 1] donc pour que f(z) existe il faut et il suffit que

2V

que la racine carrée existe). Puisque z > 0, T
x

En multipliant les trois derniéres inégalités par 1 + z, qui est positif car on exige = > 0), on obtient

x>0 =20
l—z>2-1—2z 1>-1 toujours vrai x>0
>
z €Dy & l—-z<1+z2 < 0< 2z < 0<(1— /)% toujours vrai cr=0
2V <14z 0<1-2yz+x
d’OﬂDf:R+

1—-= 2V/x
Les fonctions arccos et arcsin étant continues sur [—1, 1], les fonctions z — I et 1 {
T T

1—x tZﬁ
e
1+ 1+z

étant continues sur Ry et Vo € Ry,

étant dans [—1, 1], on est assuré que la fonction f est continue sur R, .

11—z 2/x

les réels

Les fonctions arccos et arcsin étant dérivables sur [—1,1], les fonctions z +— r et T étant continues sur Ry et les
x x
, 1—x 2\/5 , . X , . . Pty X
réels I et T+ étant dans | — 1,1 ssi z € R}, on en déduit que la fonction f est dérivable sur R7.
x T

www.mathematiques.fr.st 6 abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

MPSI : fonctions usuelles, complexes 3 CORRECTIONS

Sa dérivée est donnée par

Ve > 0, / /
fl(x) = <1+;> (arccos)’ <1+z> + <12£> (arcsin)’ <12\_:1;>
e, o
-2 -1 Wz 1

1—x 1

1 2

Puisque (1 + x) est positif si x > 0, on a /(1 + x)2 = 1 4+ z, ce qui nous donne

fla) = 1 2(1+ 2) 1—xx 1+
Wt | Jarap—a-22 V¥  Ju+o2- v
_ 1 {2 +1—xx 1 }: 1 - (1—x)
l+2 [Viz Vo~ VaZ—22+1] (Q+a)/z (z —1)2

_ P>
On remarque que 2 — 2z + 1 = (z — 1)? et que \/(33—1)2:{ ff_i :i;} , donc

1 1—=2 1
1+ siz>1 ———[1-1] siz>1 0 siz>1
Flw) = (1+z)Vz z—1 _ (1+2z)vVz _ 5 .
! 1+ 172 Go<ca< 1 h4) sio<a<t Orous S0<ezsl
Grave | T1ma] TUETS (EENC ) (o

La fonction f étant continue sur [0,1] et de dérivée strictement positive sur ]0, 1], on peut affirmer qu’elle est strictement
croissante sur [0, 1].

™
Sur lintervalle [1, 400, la fonction f est constante et cette constante est f(1) = arccos0+ arcsinl = = + 5=

[N
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