MPSI : nombres réels, suites 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Montrer que les suites u et v définies par

Un+1 - E(un + 'Un)
vn 20, 1 1(1+1)
Un+41 2 up Un
sont adjacentes
Déterminer leur limite commune (on étudiera wu,v,,)
n ok
Exercice 1.2 On considére la suite S définie par Vn >0, S, = > 7
k=0 ~:
. L lz[™ 1 x| L
1. Soit € R, montrer qu’il existe N € N tel que Vn > N, —— < (2)" V"~ En déduire lim ~—
n! 2 N! n—+oo n/!
2. On suppose x < 0.
(a) Montrer que les suites (S2,,) et (S2n41) sont adjacentes.
n k
(b) Montrer que, pour tout entier naturel n, le signe de la fonction z — e* — 3 %SHI‘ R_ est celui de (—1)"*+!
k=0 K
(¢) Déduire des questions précédentes que la suite (S,,) converge vers e”.
3. On suppose = > 0.
(a) Montrer que la suite S est majorée.
(b) Montrer que la suite S converge
Exercice 1.3 On introduit les trois suites suivantes :
n! = 1 1
V=1, up=-p——, Sp= (> Wk|-(n+)n+n, T,=S8,——
( - )n k=1 2 12n
On admet (provisoirement) que les fonctions f et g définies par
Vo€l too ) =1~ (o4 )0+ 1) et )= f(z) ~ 5 (s — 1)
T 00 z)=1—(x+=)ln ) e z) = f(z) — —(—— — =
el 2 v g 12'z+1

sont respectivement négative et positive sur [1,4o0[ (f <0 et g > 0)
1. Montrer que les deux suites S et T" sont adjacentes.
2. En déduire que la suite u converge vers un réel strictement positif.

3. Montrer que les fonctions f et g sont bien positives sur [1, +oo|
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MPSI : nombres réels, suites 2 INDICATIONS

2 Indications

Indication pour ’exercice ¢ On commence par justifier par récurrence l’existence des suites u et v (des divisions
sont présentes) en montrer que u, > 0 et v, > 0.

Montrer qu’elles sont bien adjacentes, on constate que la monotonie de u et de v résulte du signe de v,, — u,. Pour cela, on
exprime u,11 — vp+1 en fonction de u,, et v, (on verra une identité remarquable apparaitre).

Il reste & montrer que u, —v, — 0 : pour cela, I’expression de u, 1 —v,+1 en fonction de u,, et v, montre que w41 — V41 <

1
i(un — v,) puis par récurrence u, — v, < u; —v1) (’égalité n’est possible que si n > 1) et on applique le théoréme

277,—1 (
d’encadrement (dit aussi des gendarmes)

Pour la limite, la suite u,v,, est constante donc sa limite est la constante, or u,, — [ et v,, — [ donc ....... et comme u, > 0,
onal=>0

Indication pour I’exercice [1.2]:

n k n
1. Si x = 0, c’est évident, sinon x # 0 et 'on écrit @ = @ X %' X - X % X - X ﬂ On constate que le facteur
n! n
ozl : 1.
général o est moindre que 5 s
[ _ 1

. 1 e 1
et en conclure en distinguant les facteurs plus grand que 3 et ceux inférieurs a —.
Pour la limite, N est fixé, n — 400, on applique le théoréme d’encadrement (dit aussi des gendarmes)
2. (a) Pour la montonie, cela résulte du calcul de la différence de deux termes consécutifs (par exemple, Sopt2 — S2y,)

en factorisant au mieux la différence ((n + 2)! = ... x n!) et pour le fait que la différence Sa,,41 — Sa,, tend vers 0,
cela découle de la question précédente.

d n gk n=l gk
(b) Pour I'hérédité, on utilise simplement que —(e®* — (> ——) =e* — (> —) car
dx k=0 k! k=0 k!
d O gk d N " d P DLoght 2 gk
_— —_—) = — ]_ _—) = —_——) = _— —_
Z W Tl 2z ) Z(k—l)! >
k=0 k=1 k=1 k=1 k=0
n .’L‘k n—1 .’L'k
donc on a le signe de la dérivée de e” — (3 =) en fonction du signe de e — (3] F)7 ce qui fournit le sens de
k=0 K- k=0 K
n k
variation de e* — ( ﬁ) (on distinguera les cas pairs des cas impairs), on calcule la valeur de cette fonction en
k=0 R

x = 0 et on conclut.

(¢) La question a) montre que Sa,, et So,41 converge vers la méme limite L donc la suite S,, converge vers L (cf. le
cours sur les suites extraites). Pour finir, utiliser la question b) pour encadrer e” par Sa, et Sa,11 et passer a la
limite

3. (a) Utiliser la question 1 pour casser la somme en deux sommes, la premiére étant indépendante de n (donc c’est une

constante, qui dépend néanmoins de x mais celui-ci est fixé) et la deuxiéme somme est majorée par C' x (5)" (cela

résulte du calcul de 1

gttt =g (gt ") =M< ¢ 1—g¢

lorsque ¢ € [0, 1])
(b) Théoréme sur les suites monotones.
Indication pour I’exercice [1.3|:
1. Veérifier que S,41 — Sp = f(n) et Th41 — T, = g(n)
2. Vérifier que Inu,, = S,

3. Calculer f’ et f”, en déduire le signe de f” donc la monotonie de f’, évaluer f’(1) et en déduire le signe de f’ puis
donner le sens de variation de f et évaluer f(1).
Idem avec g.
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3 Corrections

Correction de I’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de ’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)
Correction de 1’exercice : Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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