MPSI : limites, théoréme de bijection, décomposition en éléments simples

1 EXERCICES

1 Exercices
Exercice 1.1 Pour n € N*| on considére la fonction f,,, définie sur R, par :

fo(@) =z 42>+ ...+ 2"

1. Montrer que I’équation f,(z) = 1 admet une unique solution sur 'intervalle [0, 1], que 'on notera u,,.

2. Etudier la monotonie de la suite (up ).

3. Déterminer la limite L de la suite (uy), (on écrira f,, sous une autre forme)

N

. Donner un équivalent de u,, — L

Exercice 1.2 Pour tout entier n supérieur ou égal a 1, on définit la fonction f,, par :
Vo € RT,  fu(z) =a" +92% — 4.

1. Montrer que ’équation f,(z) = 0 n’a qu’une seule solution strictement
positive, notée u,,.

2. Etudier la monotonie de la suite (up ).
3. En déduire la convergence de la suite (u,,), et expliciter sa limite L.

3

Exercice 1.3 On note (E,,) I'équation (E,,) : 2x T =
22 —

n.

1. Montrer que pour tout entier n > 3, I'équation (E,) posséde une unique solution, notée z,, sur 'intervalle [2, +o00].

2. Quelle est la monotonie de la suite (z,)n 7
3. La suite (x,,), est-elle convergente 7 Quelle est sa limite 7

4. Donner un équivalent de x,,.
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MPSI : limites, théoréme de bijection, décomposition en éléments simples 2 INDICATIONS

2 Indications
Indication pour I’exercice [1.1]:

1. Appliquer le théoréme de bijection a f,, sur [0, 1]

2. Comparer f41(uny1) (facile) et fri1(u,) (on explicitera f,41(x) en fonction de f,(z) et de z). En déduire la com-
paraison entre u,y1 €t uy,.

3. Ecrire explicitement que f, (u,) = 0. Remarquer alors qu'’il s’agit d’'une somme de suite géométrique et on remercie

notre cher Karl Friedriech Gauss (il I’a retrouver & 10 ans !, & quand la MathAcademy :=)) Justifier que (u,)” — 0

(on montrera que u, < 1 lorsque n est assez grand) et en déduire la limite.

4. Utiliser 'égalité f,(u,) réécrite selon la question précédente.

Indication pour I’exercice [1.2] :
1. Théoréme de bijection
2. Comparer fyi1(un) (simplifier fri1(z) — fa(2)) et fot1(ungr).

2
3. Expliciter f,(u,) =0, justifier que u, < 3o en déduire lirf_l (up)™ puis liar_l Up,

n—-—+0oo n—-—+0oo

Indication pour I’exercice [1.3|:

1. Theoréme de bijection.

3
x
2. Comparer f(x,) et f(zpy1), ot f(z) = i déduire la comparaison entre x, et Tp41
22 _

3. Supposer que la suite est bornée, en déduire la convergence et passer a la limite dans la relation satisfaite par z,,.

4. Utiliser la relation satisfaite par x,, et factoriser au dénominateur le dominant, simplifier, vous aurez une souris toute
chaude, pardon, ’équivalent de z,, :=)
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MPSI : limites, théoréme de bijection, décomposition en éléments simples 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Correction de I’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de ’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)
Correction de 1’exercice : Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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