
MPSI : fonctions Ck 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Pour n entier naturel, déterminer la classe de la fonction f(x) =
�
(1� x2)n si x 2 [�1; 1]

0 sinon
(c�est-à-dire déterminer le plus entier k tel que f soit Ck sur R):

Exercice 1.2 1. Justi�er que la fonction x 7! exp(� 1
x
) si x > 0 et 0 sinon est C1 sur R

2. En déduire que la fonction x 7! exp(
1

(b� x)(x� a) ) si x 2]a; b[ et 0 sinon est C
1 sur R

Exercice 1.3 1. Montrer que l�équation xn + 1 = nx admet une unique solution sur [0; 1]
On note xn cette solution.

2. Justi�er que 8n > 1; 0 6 xn 6
1

n
et en déduire lim

n!+1
xn:

3. Donner lim
n!+1

(xn)
n et trouver un équivalent simple de xn lorsque n! +1
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MPSI : fonctions Ck 2 INDICATIONS

2 Indications

Indication pour l�exercice 1.1 : Utiliser pour commencer les théorèmes généraux d�addition, multiplication et compo-
sition de fonction C1 pour justi�er que la fonction f est C1 sur Rnf�1; 1g: La parité étant acquise, il reste à étudier ce
qu�il se passe en 1:
Etudier la continuité en 1 (limite gauche et droite, en n�oubliant pas que a0 = 1 !!)
Si n > 1; appliquer le théorème de prolongement continu de la dérivée (attention a0 = 1 !!)
Si n > 2; expliciter f 0(x) et utiliser le théorème de prolongement continu de la dérivée
Itérer le processus (pour expliciter la dérivée kème de (1� x2)n; utiliser Leibniz en remarquant que 1� x2 = (1� x)(1 + x)
Au �nal, on doit obtenir que f est Cn et pas Cn+1:

Indication pour l�exercice 1.2 :

1. Utiliser les théorèmes généraux sur les fonctions C1 pour justi�er le caractère C1 sur R�:
Montrer par récurrence que

" f est Cn sur R et fn(x) = Pn(
1

x
)e�1=x si x > 0 et f (n)(x) = 0 si x 6 0 "

2. Décomposer en éléments simples
1

(b� x)(x� a) ; en déduire que la fonction est le produit de deux translatés de la
fonction précédentes.

Indication pour l�exercice 1.3 :

1. Théorème de bijection sur fn(x) = xn + 1� nx:

2. Comparer fn(0); fn(xn) et fn(
1

n
): En déduire la comparaison entre 0; xn et

1

n
(faire un dessin le cas échéant)

3. Pour l�équivalent, écrire explicitement l�égalité fn(xn) = 0 et en déduire lim
n!+1

nxn
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MPSI : fonctions Ck 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Correction de l�exercice 1.1 : Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de l�exercice 1.2 : Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de l�exercice 1.3 : Indisponible actuellement (mais cela va venir)
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