MPSI : fonctions de classe Ck, TAF, Formule de Taylor 1 EXERCICES

1 Exercices

Exercice 1.1 Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € Z[X] non constant tel que P(n) soit un nombre premier pour
tout entier n.
(Pensez a une formule de Taylor associée & P(n + a) pour un a convenable)

Exercice 1.2 Pour tout entier n, on pose Ly, (z) = ((z> — 1)")™
1. Justifier, sans effectuer de calculs, Ly et Ly admettent respectivement une et deux racines dans | — 1, 1[.
2. Calculer ((2z% — 1)")\(5):i1 pour k € {0,..,n — 1}
3. Montrer que L,, posséde n zéros distincts appartenant a | — 1, 1].

Exercice 1.3 Soit f une fonction de classe C" sur [a,b], a1 < .. < a, des points de [a, b].
Le polynéme interpolateur P de f en les (a;) est défini par

Pla) =3 flan) [T 7=
k=1 J

J#k

On souhaite montrer que pour tout = € [a, b], il existe £ €]a, b] tel que

(x—ay)..(x —ay,)
n!

f(z) = P(z) = £

1. Montrer le résultat lorsque n = 1 (on pensera que x est une constante !)

2. Montrer le résultat lorsqu n = 2.(0n pensera que z est une constante !)

3. Démontrer le résultat dans le cas général (on pensera que x est une constante !)

Exercice 1.4 Soit f une fonction C' et bornée sur R. On suppose que f’ posséde une limite finie en +oo.
Que peut-on dire de cette limite 7

ze”

T 1

Exercice 1.5 Montrer que la fonction z —
e

1. se prolonge en une fonction de classe C* sur R

2. et, qu’ainsi prolongée, elle réalise une bijection de R sur un intervalle & expliciter
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MPSI : fonctions de classe Ck, TAF, Formule de Taylor 2 INDICATIONS

2 Indications

Indication pour 1’exercice :  Montrer qu'’il n’existe pas de polynome P € Z[X] non constant tel que P(n) soit un
nombre premier pour tout entier n.
(Pensez a une formule de Taylor associée & P(n + a) pour un a convenable)

Indication pour ’exercice :  Pour tout entier n, on pose L, (z) = ((z% — 1)")™
1. Justifier, sans effectuer de calculs, Ly et Ly admettent respectivement une et deux racines dans | — 1, 1[.
2. Calculer ((2% — 1)”)\(5):i1 pour k € {0,..,n — 1}
3. Montrer que L,, posséde n zéros distincts appartenant a | — 1, 1].

Indication pour l’exercice [1.3|:

Soit f une fonction de classe C" sur [a,b], a1 < .. < a, des points de [a, b].
Le polynome interpolateur P de f en les (a;) est défini par

Pla) =3 flan) [ 2=
kgl kgak—aj

On souhaite montrer que pour tout z € [a, b], il existe £ €]a, b[ tel que

f(z)— P(x) = (@ —a).(z = an)f(n)(f)

n!

1. Montrer le résultat lorsque n = 1 (on pensera que x est une constante !)
2. Montrer le résultat lorsqu n = 2.(on pensera que z est une constante !)

3. Démontrer le résultat dans le cas général (on pensera que x est une constante !)

Indication pour ’exercice :  Soit f une fonction C' et bornée sur R. On suppose que f’ posséde une limite finie
en +oo.
Que peut-on dire de cette limite 7

xe®

et —1

Indication pour l’exercice :  Montrer que la fonction = +—

1. se prolonge en une fonction de classe C* sur R

2. et, qu’ainsi prolongée, elle réalise une bijection de R sur un intervalle & expliciter
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3 Corrections

Correction de l’exercice : Montrer qu’il n’existe pas de polynome P € Z[X| non constant tel que P(n) soit un
nombre premier pour tout entier n.
(Pensez a une formule de Taylor associée & P(n + a) pour un a convenable)

Correction de ’exercice :  Pour tout entier n, on pose L, (x) = ((2% — 1)")™)
1. Justifier, sans effectuer de calculs, Ly et Ly admettent respectivement une et deux racines dans | — 1, 1[.
2. Calculer ((2% — 1)”)\(5):i1 pour k € {0,..,n — 1}
3. Montrer que L,, posséde n zéros distincts appartenant a | — 1, 1].

Correction de I’exercice [1.3] :

Soit f une fonction de classe C" sur [a,b], a1 < .. < a, des points de [a, b].
Le polynome interpolateur P de f en les (a;) est défini par

Pla) =3 flan) [ 2=
kgl kgak—aj

On souhaite montrer que pour tout z € [a, b], il existe £ €]a, b[ tel que

f(z)— P(x) = (@ —a).(z = an)f(n)(f)

n!

1. Montrer le résultat lorsque n = 1 (on pensera que x est une constante !)
2. Montrer le résultat lorsqu n = 2.(on pensera que z est une constante !)

3. Démontrer le résultat dans le cas général (on pensera que x est une constante !)

Correction de ’exercice :  Soit f une fonction C! et bornée sur R. On suppose que f’ posséde une limite finie en
+00.
Que peut-on dire de cette limite 7
. . . xe®
Correction de ’exercice [1.5/:  Montrer que la fonction z — — 1
er

1. se prolonge en une fonction de classe C* sur R

2. et, qu’ainsi prolongée, elle réalise une bijection de R sur un intervalle & expliciter
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