MPSI : théoréme du rang, polynomes 1 EXERCICES

1 Exercices
Exercice 1.1 F = R3[X].
1. Soit F: P+ (P(—1),P'(-1), P(1), P'(1)). Montrer que F est un isomorphisme de E dans R*.

2. Soit (e1, ez, e3,€4) la base canonique de R*; déterminer P; = F~!(e;).
Que peut-on dire de la famille (P;)o<i<3

1
3. Pour P dans E, on pose g(P) = [ ¢P(t)dt. Montrer qu’il existe a1, as, as, as uniques tels que, pour tout P dans E,
-1

g(P) = a1 P(1) + asP(—1) + a3 P’ (1) + as P'(—1).
Exercice 1.2 Soit (P,), une suite de polynomes telle que
Yn =22, Po(X)=2XP, 1(X)— P,_2(X)avec Py(X)=1et P,(X)=1-2X

1. Déterminer pour tout entier naturel n le degré de P, ainsi que son coefficient dominant.

2. Déterminer les racines de P,,. En déduire une écriture de P,.

3. Déterminer directement une expression de P, en fonction de n.
Exercice 1.3 1. Montrer que VP € R,[X], P(X)= Y (A"P)(0)(}), on

k=0
e A: PeR,[X]— P(X+1)—P(X)

i z(z—1)---(x—k+1) k>
o (1) = ! 7
1 sik=0

2. En déduire la base duale de {(}), k€ [0,n]}.

3. Déterminer I'image de application linéaire A.
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MPSI : théoréme du rang, polynomes 2 INDICATIONS

2 Indications
Indication pour ’exercice i FE=R3[X].
1. Soit F': P+ (P(—1),P'(-1), P(1), P'(1)). Montrer que F' est un isomorphisme de E dans R*.

2. Soit (e1, ez, e3,e4) la base canonique de R*; déterminer P; = F~!(e;).
Que peut-on dire de la famille (P;)o<i<3

1

3. Pour P dans E, on pose g(P) = [ ¢P(t)dt. Montrer qu’il existe a1, as, as, as uniques tels que, pour tout P dans E,
-1

g(P) = a1 P(1) + asP(—1) + azP'(1) + as P'(—-1).

Indication pour ’exercice [1.2|:  Soit (P,), une suite de polynomes telle que
Vn 22, Po(X)=2XP, 1(X)— P,_o(X)avec Pp(X)=1et P;(X)=1-2X
1. Déterminer pour tout entier naturel n le degré de P, ainsi que son coefficient dominant.

2. Déterminer les racines de P,,. En déduire une écriture de P,.

3. Déterminer directement une expression de P, en fonction de n.

Indication pour ’exercice [1.3|:

NIE

1. Montrer que VP € R,[X], P(X)= Y (A"P)(0)(}), on

£
I

0
o A:PeR,[X]— P(X +1)— P(X)

z(x—1)---(x—k+1)
L~

sik>1

k!
1 sik=0

2. En déduire la base duale de {(}), k€ [0,n]}.

3. Déterminer I'image de application linéaire A.
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MPSI : théoréme du rang, polynomes 3 CORRECTIONS

3 Corrections
Correction de l’exercice : FE=R3[X].

1. Soit F': P+ (P(—1),P'(-1), P(1), P'(1)). Montrer que F' est un isomorphisme de E dans R*.

2. Soit (e1, ez, e3,e4) la base canonique de R*; déterminer P; = F~!(e;).
Que peut-on dire de la famille (P;)o<i<3

1
3. Pour P dans E, on pose g(P) = [ ¢P(t)dt. Montrer qu’il existe a1, as, as, as uniques tels que, pour tout P dans E,
-1

g(P) = a1 P(1) + asP(—1) + azP'(1) + as P'(—-1).

Correction de l’exercice [1.2|:  Soit (P,), une suite de polynomes telle que
Vn 22, Pu(X)=2XP, 1(X)—P,2(X)avec Py(X)=1et P(X)=1-2X
1. Déterminer pour tout entier naturel n le degré de P, ainsi que son coefficient dominant.

2. Déterminer les racines de P,,. En déduire une écriture de P,.

3. Déterminer directement une expression de P, en fonction de n.

Correction de l’exercice [I.3] :

1. Montrer que YP € R,[X], P(X) = 3 (A"P)(0)(%), on
k=0
o A:PeR,[X]— P(X +1) - P(X)
z(x—1)---(x—k+1)
L~

I sik>1
1 sik=0

2. En déduire la base duale de {(}), k€ [0,n]}.

3. Déterminer I'image de application linéaire A.
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