MPSI : fonctions réciproques circulaires, complexes

1 EXERCICES

1 Exercices

1+ zet?
1+ xe—10

V1i+az2 -1
x

Exercice 1.1 Module et argument de avec x €] — 1,1]

Exercice 1.2 Etudier la fonction x — arctan

9;
Exercice 1.3 Soit a = exp(%). Déterminer la partie imaginaire de (o + 1)"

4 5
Exercice 1.4 Résoudre I'équation arcsinx = arcsin 5 + arcsin e puis I’équation arccos x = arcsin 2x
2 ) =
Exercice 1.5 On note § = exp(z?ﬁ), S=p8+p2+pet T=p5%+ 3"+ 5.

1. Justifier que S et T sont conjugués puis montrer que Im S > 0.

2. Calculer S+ T et ST. En déduire les valeurs de S et T.

1-— 2
:CJrarcsin ﬁ
+x 1+=x

Exercice 1.6 Etudier la fonction x — arccos
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MPSI : fonctions réciproques circulaires, complexes 2 INDICATIONS

2 Indications

Q|

Indication pour l’exercice ‘—’ = ... et arg — = --- Ensuite, utiliser que si z = a+ib et z = pe’® alors tanf =

2
(faire un dessin pour s’en convaincre). On obtient ainsi ’angle polaire de z & 7 prés. Ensuite se rappeler dans quel intervall
se localise arctan x, pour x un réel quelconque puis faire un dessin pour localiser 6 et enfin obtenir la valeur précise de 6.

@

Indication pour ’exercice : Calculer soigneusement f’(z) et montrer que f'(x) = ﬁ En déduire Pexpression
de f sur les différents intervalles. Pour expliciter les constantes, passer a la limite (pour 1++2_1, factoriser par z? dans
la racine et V22 = ...)

Indication pour ’exercice : Déterminer la forme polaire (trigonométrique) de o + 1 en utilsant que e® + ¢ =
elat0)/2] ] puis celle de (o + 1)"

Indication pour ’exercice :  Pour la premiére équation utiliser que = = siny < arcsinx = y puis cos(arcsinz) =

V1 — x? (veérifier sous quelles hypotheses).
Pour la seconde équation, rechercher les valeurs autorisées (non interdites) puis passer au cos (en utilisant la formule ci-
dessus).

Indication pour I’exercice :

1. Pour la premiére assertion, justifier que 5k = B7_k pour la seconde, utiliser la symétrie sin z = sin(m — ) sur un angle
pour justifier qu’un certain sinusbien choisi est plus grand qu’un autre.

Y 6
2. f3 est une racine 7°°"¢ de 1'unité donc Y B* = ... et utiliser que Br = Bk(67)_1 = gk=7 puis S et T sont racines d’'un
k=0
trindme.

2\/x
et —— doivent appartenir
1+ 1+ PP
a cet intervalle I. Traduire ensuite ceci sous forme d’inégalités (r <y <z < x <yet y < 2).
0 six>1
Montrer ensuite que f/(z) = 2 . (utiliser au maximum les factorisations pour espérer s’en sortir)

si0<z<1
(14 x)z

Indication pour ’exercice : Les fonctions arccos et arcsin sont définies sur I donc
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3 Corrections

Correction de I’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de I’exercice : Domaine de définition : La fonction arctan étant définie sur R et la fonction 1 + 22
étant positive sur R, le réel f(z) existe ssi ¢ # 0 donc Dy = R*. La fonction f est dérivable sur R* (comme composée et
quotients de fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas) et I’on a pour tout réel  non nul

i
S Lxx—(\/l—i—xz—l)
. Vite o

fl@) = ( 1+x21>2: 22 (VI+ 22— 1)2 + 22

1+

2?2 —V1+22(V1+22 1) z?
x2y/1+ 22 1422 - 2V/1+ 22+ 1+ 22
22 —1—22+V1+2a? —1+Va2+1 1

W+ a2(1+a2—V1+a2) 20+22)(VIi+a2-1) 2(1+2?)

1
On remarque que est la dérivée de 3 arctanz. On en déduit qu’il existe deux constantes C;. et C_ telles que

_1
2(1 + 22)

1
flx)=zarctanz+C_ V<0 W
1
f(oc):iaurctanac—i—C’Jr Vo >0

Remarque : deuz fonctions admettant la méme dérivée sur un intervalle, sont égales a une constante additive prés, par contre
1 six<0

. est dérivable sur R*,
-1 siz>0

le théoreme est faux sur un ensemble quelconque. Par exemple, la fonction h(zx) = {

non constante et sa dérivée est nulle sur R*
Pour déterminer C et C_, de faire tendre x vers £oo. Puisque 'on

1 1
Ve |31+ =5 - =
\/1+x2—1: 2 2 _m( 1_~_i 1>

xZ x €T

on en déduit, en utilisant la définition de f, que :

1 1 . . V1i+22 -1 . T
/1+$2_1: 1—&-?—? stz >0 N wgrfoole N wEToof(x):tanlzlw
1 1 1 2-1 i — 1) ==
z P R P s S B W C R R
X xr T——00 Z

0
D’autre part, 1’égalité 1} combiné au fait que hrf arctanx = i§, on a :
r—+o0

. 1
. T T
lim f(z)=-.(-2)+C_-=——+4+C_
z——00 2 2
Par conséquent, on a nécessairement
s s
— 4+ C+ -
4 o 4. C=C_=0
it

1
donc Vo € R*, f(z) = 3 arctan .

Correction de I’exercice :  Indisponible actuellement (mais cela va venir)

Correction de I’exercice : Pour la premiére équation, il est indispensable d’exiger que = € [—1,1] (domaine de
définition du arcsin). Sous cette hypothese, on a

4 5 4 5 4 5 4 5
(E) : arcsinz = arcsin —+arcsin 3eT= sin(arcsin g+arcsin ﬁ) = sin(arcsin S) cos(arcsin(ﬁ))+cos(arcsin(g)) sin(arcsin(ﬁ))

www.mathematiques.fr.st 3 /@ abdellah bechata


file:www.mathematiques.fr.st

MPSI : fonctions réciproques circulaires, complexes 3 CORRECTIONS

En utilisant que Va € [—1,1], sin(arcsin(z)) = z et cos(arcsin(z)) = v/1 — 22, on obtient

4 5 1. 5 4 144 9 5 4 12 3 5 63
B e r—=xy/1— ()2 \/1—2 R VR STy (A A . T AV N Y I
(B) & 5X\/ (3 G m s VmE Ve 3 5 3 5 3 6l

63

donc I'équation (F) admet une et une seule solution qui est z = —.

Pour la seconde équation, on doit exiger que z et 2z appartiennent a [—1,1] (domaine de définition de arccos et arcsin), ce
11
qui se traduit par x € [—5, 5] Ensuite, en utilisant que cos(arcsin(t)) = v/1 — 2 pour tout ¢ € [—1, 1], ce qui est le cas de =
et 2z, on a
(E') : arccos z = arcsin 2z < x = cos(arcsin 2z) & x = /1 — (21)2
1
Cette derniére égalité impose que x est positif (une racine carrée est toujours positive) donc z doit appartenir a [0, 5] Puisque

'on dispose de I'équivalence a = b < a? = b? lorsque a et b sont positifs (ce qui est le cas avec a = x et b = /1 — (2z)2), on
en déduit que

1
(E')@xz:1—(2:5)2(:)5332:1(:)3:::&%.
Comme les solutions de (E’) doivent appartenir a [0, %], on peut affirmer que ’équation (E’) admet une et une seule solution
qui est x = %
Correction de ’exercice :  On remarque pour commencer que 57 =letquef=p"
1. Puisque 87 =1, on a ﬂ_k = 67B_k = ﬂ7_k. On en déduit que
T=B 45 +B =p 487+ =g+ g7+ 57 =5 + g2+ 5=

Ensuite, en utilisant que sin(m — x) = sinz, on a

2 4 8 2 4 8 2 4
ImS = Sin(7ﬂ-) + Sin(%) + sin(%) = sin(%—) + sin(%r) + sin(7 — 777) = sin(%r) + Sin(%r) - Sin(g)
2
Puisque 0 < ; < 771- < g et que la fonction sin est croissante sur [0, g], on en déduit que
2 2
sin(%) < sin(%r) = sin(%r) - Sin(;) > 0.

4 4
Puisque - €]0, [, on est assuré que sin = > 0 donc

2 4
ImS = sin(%) — sin(g) + sin(%) >0
—_—— ——
>0 >0

k 6 R -1
2. 54T=> gF=—1+ > BF = —1 car [ est une racine 7" différente de 1. Ensuite, en utilisant que gk = Bk(67) =
k=1 k=0 ~~
=1

87 on a
ST = (B+B8+8Y)(B+8+8°)=p"++p°+38 +8+8+80=p*+8"+p°+3+8+5>+°
= 3+8+82+8°+8' +8 +8°=3+5=2
Les égalités S+ T = —1 et ST = 2 montre que S et T sont les solutions de I’équation

—1+iV7

X2 (S+T)X+ST=0X>+X+2=0c X = 5

—1+iV7 ot —1—iV7

Puisque Im S > 0, on en déduit que S = 5 T= — (T est le conjugué de S d’apres 1)
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1 2
Correction de I’exercice :  On pose f(z) = arccos g i + arcsin 1
x

1-— 2
sur [—1, 1] donc pour que f(x) existe il faut et il suffit que T et . _\{i
2z

1+x

. Les fonctions arccos et arcsin sont définies
T

appartiennent a [—1, 1] et que x soit positif (pour

20T
X

que la racine carrée existe). Puisque = > 0,

est positif donc il suffit d’avoir

< 1. Autrement dit f(x) existe ssi

x>0

1—m> 1
14z~
1—=x

1+=x
2\/x
1+zx

1

N

N
—

En multipliant les trois derniéres inégalités par 1 + x, qui est positif car on exige x > 0), on obtient

x>0 x>0
cD, o l—xz>-1—2 o 1>-1 toujours vrai N x>0 >0
t f l-z<1+2 0< 2z 0<(1-+/7)? toujours vrai =z
2V <1l+zx 0<1-2yz+x
d'ot Dy =R,

1—= tQﬁ
e
1+ 1+

Les fonctions arccos et arcsin étant continues sur [—1, 1], les fonctions z —

l—z 2\/x

étant continues sur R et Vo € Ry,

les réels et étant dans [—1, 1], on est assuré que la fonction f est continue sur R,
1+z 1+z
. . , L. . 11—z 2\/5 , .

Les fonctions arccos et arcsin étant dérivables sur [—1,1], les fonctions x +— T et T+ étant continues sur Ry et les

x x
, 1—=z 2\/5 , . X , . . P X

réels T et T+ étant dans | — 1,1 ssi z € R}, on en déduit que la fonction f est dérivable sur R7.

x x

Sa dérivée est donnée par

fla) = (13)/(&“%)'(11;)+<12fv>l(amn)/ (%)

1—:1:
1—|—5c 1+x
Puisque (1 + z) est positif si © > 0, on a /(1 + )% = 1 + x, ce qui nous donne
1 21+ 2) +1—x 1+

(14 x2)? \/(14—37)2—(1—31‘ vV \/1+$ Q\f)
_ 1 { 2 +1—xx }: 1 - (1—2x)
14z [Viz Vz \/x272x+1 (14 z)yx (x —1)2

fla) =

9 2 —3_ J r—1 siz>1
On remarque que 2 — 2z + 1 = (z — 1)* et que v/(z — 1) —{ 12 siz<l , donc

1 1—=2 1

1+ siz>1 ——[1-1] siz>1 0 siz>1
Fllw) = (1+2)Vz z—1 _ (1+2z)vz _ 5 .
L+l wioca<t | graelitl sio<e<t | @rave 000!
(1+x)/x -z = (1+x)y/x = LA
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La fonction f étant continue sur [0,1] et de dérivée strictement positive sur ]0, 1], on peut affirmer qu’elle est strictement

croissante sur [0, 1].
Sur lintervalle [1, +o0], la fonction f est constante et cette constante est f(1) = arccos0 + arcsinl = g + g = .
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