MPSI : algeébre linéaire, continuité, bijection 1 EXERCICES

1 Exercices
Exercice 1.1 Continuité et prolongement possible de z — z't1/#

X(X - 1) (X —k+1)
k!

Exercice 1.2 E = R, [X]. Considérons Py(X) =1et Vk € {1,..,n}, P,(X) =

1. Montrer que la famille (Py)o<k<n €st une base de E.

R, [X] — R,[X]

2. 80 At b P(X +1) - P(X)

(a) Calculer soigneusement APy

(b) Montrer que VP € R,[X], P(X)= éjo(A’“P)(O)Pk(X).

(¢) Donner les applications coordonnées associées & la famille (Px)o<k<n

Exercice 1.3 On suppose que f est continue en 0 et que

f(x) + ()

V(z,y) €1, f($+y):m

1
1. Calculer f(0). Montrer qu’il existe un intervalle | — a, a[ sur lequel |f(z)| < 7
2. Montrer que la fonction f est continue sur | — a, af.

Exercice 1.4 Soient a1 < ... < a, des nombres réels.

1. Montrer que la famille (z — e*®, 1 <14 < n) est une famille libre de F(R,R).

2. Montrer que la famille (z — |z —a;|, 1 <17 < n) est une famille libre de F(R,R)

Exercice 1.5 Montrer que la famille (1,€%,..,e"*) est une famille libre de F(R,R).

Exercice 1.6 1. Montrer que pour tout entier naturel n, Péquation (F,) : 2™ + 1 = nz admet une unique solution
Uy, € [0,1]

2

2. Montrer que 0 < u,, < —

n

3. En déduire nl_lgloo Uy, et nl{r_&}@ Ny,
Exercice 1.7 On suppose que f est continue en 1 et que
V(z,y) €R, f(zy) = f(=)f(y)
1. Montrer que f est continue sur R*.

2. Déterminer f sur I’ensemble des entiers naturels puis sur I’ensemble des rationnels et enfin sur I’ensemble des réels
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MPSI : algeébre linéaire, continuité, bijection 2 INDICATIONS

2 Indications

Indication pour l’exercice :  Continuité et prolongement possible de z — z'+1/*
XX-1).(X—-k+1)
k!

Indication pour l’exercice: E =R, [X]. Considérons Py(X) =1et Vk € {1,..,n}, P(X) =

1. Montrer que la famille (Py)o<k<n est une base de E.

R,[X] — R, [X]

2.8t A p U B(X 1) - P(X)

(a) Calculer soigneusement APy

(b) Montrer que VP € R,[X], P(X)= éO(AkP)(O)Pk(X).

(c) Donner les applications coordonnées associées a la famille (Px)o<r<n

Indication pour l’exercice [1.3]: On suppose que f est continue en 0 et que

f(@) + )

V(z,y) €1, f(fU‘H/):W

1
1. Calculer f(0). Montrer qu'’il existe un intervalle | — a, a[ sur lequel | f(z)| < 7

2. Montrer que la fonction f est continue sur | — a, a.

Indication pour I’exercice [1.4]: Soient a; < ... < a, des nombres réels.

1. Montrer que la famille (z — e**, 1 < i< n) est une famille libre de F(R, R).

2. Montrer que la famille (z — |z —a;|, 1<% < n) est une famille libre de F(R,R)

Indication pour ’exercice :  Montrer que la famille (1,e”,..,e"") est une famille libre de F(R,R).

Indication pour I’exercice [1.6) :

1. Montrer que pour tout entier naturel n, ’équation (E,,) : ™ + 1 = na admet une unique solution w,, € [0, 1]

2
2. Montrer que 0 < u,, < —
n

3. En déduire lim wu, et lim nu,.

n—-+oo n—-+o0o

Indication pour l’exercice :  On suppose que f est continue en 1 et que

V(z,y) R, flzy) = f(x)f(y)
1. Montrer que f est continue sur R*.

2. Déterminer f sur I’ensemble des entiers naturels puis sur I’ensemble des rationnels et enfin sur I’ensemble des réels
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MPSI : algeébre linéaire, continuité, bijection 3 CORRECTIONS

3 Corrections

Correction de ’exercice :  Continuité et prolongement possible de z — z!*1/®
XX-1).(X-k+1)
k!

Correction de ’exercice i E =R,[X]. Considérons Py(X) =1 et Vk € {1,..,n}, P,(X) =

1. Montrer que la famille (Py)o<k<n est une base de E.

R,[X] — R, [X]

2.8t A p U B(X 1) - P(X)

(a) Calculer soigneusement APy

(b) Montrer que VP € R,[X], P(X)= éO(AkP)(O)Pk(X).

(c¢) Donner les applications coordonnées associées a la famille (Px)o<r<n

Correction de l’exercice [1.3]:  On suppose que f est continue en 0 et que

f(@) + )

V(z,y) €1, f(fU‘H/):W

1
1. Calculer f(0). Montrer qu'’il existe un intervalle | — a, a[ sur lequel | f(z)| < 7

2. Montrer que la fonction f est continue sur | — a, a.

Correction de ’exercice [1.4]: Soient ay < ... < a,, des nombres réels.

1. Montrer que la famille (z — e**, 1 < i< n) est une famille libre de F(R, R).

2. Montrer que la famille (z — |z —a;|, 1<% < n) est une famille libre de F(R,R)

Correction de ’exercice ¢ Montrer que la famille (1,€e?,..,e™*) est une famille libre de F(R,R).

Correction de ’exercice [L.6] :

1. Montrer que pour tout entier naturel n, ’équation (E,,) : ™ + 1 = na admet une unique solution w,, € [0, 1]

2
2. Montrer que 0 < u,, < —
n

3. En déduire lim wu, et lim nu,.

n—-+oo n—-+o0o

Correction de l’exercice :  On suppose que f est continue en 1 et que

V(z,y) R, flzy) = f(x)f(y)
1. Montrer que f est continue sur R*.

2. Déterminer f sur I’ensemble des entiers naturels puis sur I’ensemble des rationnels et enfin sur I’ensemble des réels
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