PCSI : polynémes, limites

1 EXERCICES

1 Exercices

1 1 —In3
Exercice 1.1 Déterminer les limites suivantes : lim (1+—)*  lim z(z'/* —1) lim In(z) ~In3
r— 400 €T r—+00 r—3 €r — 3
Exercice 1.2 1. Montrer que Vn € N, il existe deux polynémes P, et @, tels que
Vz € R, cosnx = P,(cosx) et sin(n + 1)z = (sinz)@Qy (cos x)

2. Déterminer la relation liant P, 1 et Q,,+1 en fonction de P, et Q.
3. Déterminer le degré de P, et @, ainsi que leurs coefficients dominants respectifs.

4. Trouver toutes les racines de P, et Q,

n

Exercice 1.3 On considére, pour tout entier n, les fonctions f,(t) = e! — (t"e™)

dtn
1. Montrer que f, est un polynome de degré n et expliciter ses coeflicients.

2. Montrer que la famille (fx)o<r<n est une base de R, [X].

Exercice 1.4 Soit m > n deux entiers.
Déterminer la division euclidienne de X™ — ¢ par X™ — ¢ lorsque € = 1 puis ¢ = —1

Exercice 1.5 Soit P un polynéme de la forme P(X) = X? + pX + qoup,q € R

1. Montrer que P posséde une racine double ssi 4p> + 27¢% =0

2. On suppose que P posséde 3 racines réelles distinctes.

(a) Montrer que 4p® + 27¢ < 0.

(b) La réciproque est-elle vraie ?
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INDICATIONS

2 Indications

xr——+00 €T xr——+00

1
Indication pour ’exercice :  Déterminer les limites suivantes : lim (1+~=)*  lim z(z/*—1)
Indication pour ’exercice [1.2]:
1. Montrer que Vn € N, il existe deux polynémes P,, et Q,, tels que
Vo € R, cosnx = P, (cosx) et sin(n + 1)z = (sinx)Qy (cos x)
2. Déterminer la relation liant P, 1 et Q41 en fonction de P, et Q.

3. Déterminer le degré de P, et ), ainsi que leurs coefficients dominants respectifs.

4. Trouver toutes les racines de P, et (),

mn

Indication pour I’exercice :  On considére, pour tout entier n, les fonctions f,(t) = € I (tne™t)

1. Montrer que f, est un polynéme de degré n et expliciter ses coefficients.

2. Montrer que la famille (fx)o<k<n €st une base de R, [X].

Indication pour I’exercice [1.4]: Soit m > n deux entiers.
Déterminer la division euclidienne de X™ — ¢ par X™ — ¢ lorsque € = 1 puis ¢ = —1

Indication pour l’exercice :  Soit P un polynéome de la forme P(X) = X3 + pX +q ot p,g €R

1. Montrer que P posséde une racine double ssi 4p3 + 27¢% = 0

2. On suppose que P posséde 3 racines réelles distinctes.

(a) Montrer que 4p® + 27¢ < 0.

(b) La réciproque est-elle vraie 7
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3 Corrections

T —+00 x x—+00 x—3 r—3

1 1 —1In3
Correction de ’exercice :  Déterminer les limites suivantes : lim (1+=)*  lim 2(z'/*—1) lim In(z) ~In3
Correction de ’exercice [1.2] :
1. Montrer que Vn € N, il existe deux polynomes P, et @, tels que

vz € R, cosnz = P, (cosx) et sin(n + 1)z = (sin )@y, (cos x)

2. Déterminer la relation liant P, 1 et Q,,+1 en fonction de P, et Q.
3. Déterminer le degré de P, et @, ainsi que leurs coefficients dominants respectifs.

4. Trouver toutes les racines de P, et ),

n

d
Correction de I’exercice ¢ On considére, pour tout entier n, les fonctions f,,(¢) = etdt—n(t"e*t)

1. Montrer que f, est un polynome de degré n et expliciter ses coefficients.
2. Montrer que la famille (fx)o<r<n €st une base de R, [X].

Correction de ’exercice ¢ Soit m > n deux entiers.
Déterminer la division euclidienne de X™ — ¢ par X" — ¢ lorsque € = 1 puis € = —1

Correction de I’exercice ¢ Soit P un polynome de la forme P(X) = X3 + pX +qoip,q €R

1. Montrer que P posséde une racine double ssi 4p® + 27¢% = 0

2. On suppose que P possede 3 racines réelles distinctes.

(a) Montrer que 4p> + 27¢ < 0.

(b) La réciproque est-elle vraie ?
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