Option générale

Concours National d'admission 1986
MATHEMATIQUES I
Algèbre et analyse
L'épreuve est constituée d'un exercice et d'un problème

EXERCICE

I. On note  
[image: image1.wmf]a

  un réel différent de  
[image: image2.wmf]1

  et on considère l'ensemble  
[image: image3.wmf]S

  des suites réelles  
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  vérifiant la relation de récurrence :
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On rappelle que  
[image: image6.wmf]S

  est un sous-espace vectoriel de dimension  
[image: image7.wmf]2

  de l'espace vectoriel sur  
[image: image8.wmf]R

  des suites réelles.

1° Déterminer suivant les valeurs de  
[image: image9.wmf]a

  une base de  
[image: image10.wmf].
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2° Soit  
[image: image11.wmf]w

  un représentant de  
[image: image12.wmf].
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  Pour  
[image: image13.wmf]n

  entier naturel exprimer, suivant les valeurs de  
[image: image14.wmf],
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  en fonction de  
[image: image16.wmf]0
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  et  
[image: image17.wmf]1
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 Préciser la réponse si  
[image: image18.wmf]0
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  et  
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II. A tout couple  
[image: image20.wmf](,)

ab

  de réels différents de  
[image: image21.wmf]1,

  on associe la matrice : 
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et on désigne par  
[image: image23.wmf]E

  l'ensemble de ces matrices.

1° Démontrer que  
[image: image24.wmf],

E

  muni de la multiplication des matrices, est un groupe commutatif.

2° Résoudre dans  
[image: image25.wmf]E

  les équations suivantes :

a)  
[image: image26.wmf]2
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b)  
[image: image27.wmf]2
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  où  
[image: image28.wmf]100
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III.  
[image: image29.wmf]a

  étant un réel différent de  
[image: image30.wmf]0

  et  
[image: image31.wmf]1,

  on note  
[image: image32.wmf](,).

MMaa

=

 

1° Démontrer que  
[image: image33.wmf]2
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  est combinaison linéaire de  
[image: image34.wmf]M

  et de  
[image: image35.wmf].
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2° Etablir l'existence de deux suites réelles  
[image: image36.wmf]()
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  et  
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  telles que :
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[image: image39.wmf]a

  et  
[image: image40.wmf]b

  vérifiant :
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[image: image42.wmf],
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[image: image43.wmf],
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[image: image44.wmf],
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[image: image45.wmf]y
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  étant des réels que l'on déterminera.

3° Vérifier que  
[image: image46.wmf]a

  appartient à  
[image: image47.wmf].
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  En déduire l'expression de  
[image: image48.wmf]n
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  puis celle de  
[image: image49.wmf]n
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  en fonction de  
[image: image50.wmf].
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4° Expliciter  
[image: image51.wmf].
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IV. Soit  
[image: image52.wmf](2,2)
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 On désigne par  
[image: image53.wmf]F

  l'ensemble des combinaisons linéaires à coefficients réels de  
[image: image54.wmf]A

  et  
[image: image55.wmf].
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1° Démontrer que  
[image: image56.wmf](,,)
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  (les symboles désignent les opérations usuelles dont on munit l'ensemble des matrices carrées d'ordre  
[image: image57.wmf]3

 ) est un anneau commutatif.

2° Quelle est la dimension de l'espace vectoriel  
[image: image58.wmf](,,)
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3° L'anneau  
[image: image59.wmf](,,)
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  est-il intègre ?

4° Quels sont les éléments de  
[image: image60.wmf]F

  admettant un symétrique pour la multiplication des matrices de  
[image: image61.wmf]F

  ?

PROBLEME

Pour tout  
[image: image62.wmf]n

  entier naturel, on considère la fonction :
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a) Montrer que  
[image: image64.wmf]n
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  admet un prolongement par continuité noté  
[image: image65.wmf]n

f

  sur  
[image: image66.wmf][0,1].

 

b) Etudier la dérivabilité de  
[image: image67.wmf]n

f

  sur  
[image: image68.wmf][0,1]

  et dresser le tableau des variations de  
[image: image69.wmf].
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c) Justifier que  
[image: image70.wmf]n

f

  est deux fois dérivables sur  
[image: image71.wmf]]0,1[

  et que pour tout entier naturel  
[image: image72.wmf]n

  non nul et tout  
[image: image73.wmf]x

  de  
[image: image74.wmf]]0,1[

  : 
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d) On appelle  
[image: image76.wmf]n
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  la courbe représentative de  
[image: image77.wmf]n
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  dans le plan rapporté à un repère orthonormal  
[image: image78.wmf](,,)
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  noté  
[image: image79.wmf]R

  (unité : 10 cm). Déduire de ce qui précède l'étude de la concavité de  
[image: image80.wmf].
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e) Justifier l'existence de l'intégrale :


[image: image81.wmf]1
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f) Etablir que pour tout entier naturel  
[image: image82.wmf]n

  non nul :  
[image: image83.wmf]1
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 En déduire  
[image: image84.wmf]n
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  en fonction de  
[image: image85.wmf].
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g) Pour  
[image: image86.wmf]n

  entier naturel non nul, on note  
[image: image87.wmf]n
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  le point de  
[image: image88.wmf]n
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  d'abscisse  
[image: image89.wmf].
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  Montrer que les points  
[image: image90.wmf]n
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  appartiennent à une courbe  
[image: image91.wmf]G

  dont on donnera une équation  
[image: image92.wmf](),
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h) On considère les fonctions :


[image: image94.wmf]]0,1[
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Vérifier que  
[image: image95.wmf].
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 Etudier la dérivabilité de  
[image: image96.wmf];
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  en déduire celle de  
[image: image97.wmf],
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  l'expression de  
[image: image98.wmf]g
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  et les variations de  
[image: image99.wmf].
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 Préciser les limites de  
[image: image100.wmf]g

  aux bornes de son ensemble de définition; étudier la limite en  
[image: image101.wmf]1

  de  
[image: image102.wmf];
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 Interpréter graphiquement ces résultats.

2° Construire  
[image: image103.wmf],
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  dans le repère  
[image: image107.wmf]R

  (on placera soigneusement les points d'inflexion de  
[image: image108.wmf]2
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  et de  
[image: image109.wmf]3
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3° Pour  
[image: image110.wmf],
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  on note  
[image: image111.wmf]()
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  la dérivée  
[image: image112.wmf]ieme
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  de  
[image: image113.wmf]2
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 Démontrer que pour tout  
[image: image114.wmf]k
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  et pour tout  
[image: image115.wmf]]0,1[
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[image: image117.wmf]k
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  étant un polynôme dont on précisera le degré.
Expliciter  
[image: image118.wmf]1
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  et  
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a) Prouver à partir du I. 1 
[image: image121.wmf]°

  c) que pour tout  
[image: image122.wmf]x

  de  
[image: image123.wmf]]0,1[
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b) En dérivant  
[image: image125.wmf](2)
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  fois l'égalité (E) pour  
[image: image126.wmf]n

  entier supérieur ou égal à  
[image: image127.wmf]3,

  établir la relation :
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